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PRÉFACE. 


Dans  cette  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Laguerre, 
j'aurai  plus  à  parler  de  ses  travaux  que  de  sa  vie.  Son  exis- 
tence, utile  et  laborieuse,  n'a  été  ni  agitée  ni  bruyante.  Sans 
ambition,  partagé  entre  ses  devoirs  professionnels,  les  joies 
de  l'étude  et  celles  de  la  famille,  les  seuls  événements  de  sa 
vie  ont  été  des  découvertes. 

Laguerre  naquit  à  Bar-le-Duc,  le  9  avril  i834.  Dès  le 
début  de  ses  études,  son  talent  naissant  fut  remarqué  de  ses 
maîtres;  mais  il  ne  devait  pas  quitter  les  bancs  du  lycée  sans 
avoir  montré  qu'il  était  autre  chose  qu'un  bon  écolier. 
En  i853,  n'étant  encore  que  candidat  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, il  se  signala  par  un  travail  original. 

Dans  le  programme  d'admission  à  cette  Ecole,  la  place 
d'honneur  appartient  à  la  Géométrie  analytique.  Cette 
Science  se  renouvelait  alors  par  une  révolution  en  quelque 
sorte  inverse  de  la  réforme  cartésienne.  Avant  Descartes,  le 
hasard  seul,  ou  le  génie,  permettait  de  résoudre  une  ques- 
tion géométrique;  après  Dcscartes,.  on  a  pour  arriver  au 
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résultat  des  règles  infaillibles;  pour  être  géomètre,  il  suffit 
d'être  patidnt.  Mais  une  méthode  purement  mécanique,  qui 
ne  demande  à  l'esprit  d'invention  aucun  effort,  ne  peut  être 
réellement  féconde.  Une  nouvelle  réforme  était  donc  néces- 
saire :  Poncelet  et  Chasles  en  furent  les  initiateurs.  Grâce  à 
eux,  ce  n'est  plus  ni  à  un  hasard  heureux,  ni  à  une  longue 
patience  que  nous  devons  demander  la  solution  d'un  problème, 
mais  à  une  connaissance  approfondie  des  faits  mathématiques 
et  de  leurs  rapports  intimes.  Les  longs  calculs  d'autrefois 
sont  devenus  inutiles,  car  on  peut  le  plus  souvent  en  prévoir 
le  résultat. 

Laguerre  a  joué  dans  cette  réforme  un  rôle  très  impor- 
tant, que  son  premier  travail  de  jeunesse  permettait  déjà  de 
pressentir.  La  théorie  des  propriétés  projectives  de  Poncelet, 
l'une  des  plus  utiles  des  méthodes  modernes,  permet  de  dé- 
duire d'une  proposition  connue  une  infinité  de  propositions 
nouvelles.  Mais,  en  i8j3,  cette  théorie  était  loin  d'être 
complète;  bien  des  points,  et  non  des  moins  importants,  res- 
taient encore  à  éclaircir  :  comment  pouvait  se  faire  la  trans- 
formation des  propriétés  métriques  des  figures  et,  en  parti- 
culier, des  relations  entre  les  angles?  Le  jeune  lycéen  résolut 
du  premier  coup  ce  problème  qui  préoccupait  les  fondateurs 
de  la  Géométrie  moderne;  sa  solution,  simple  et  élégante, 
fut  publiée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Il  entra  le  quatrième  à  l'École  Polytechnique.  Si  son  rang 
de  sortie  fut  un  peu  moins  brillant,  nous  ne  devons  pas  nous 
en  étonner,  car  il  fut  à  l'École  ce  qu'il  fut  dans  la  vie.  Le 
monde  ne  lui  apparaissait  pas  comme  un  champ  clos,  ni  les 
hommes  comme  des  rivaux  qu'il  faut  devancer  à  tout  prix. 
Ce  qu'il  cherchait  dans  l'étude,  ce  n'était  pas  le  succès,  mais 
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le  savoir;  malheureusement,  le  chemin  le  plus  court  vers  ces 
premiers  rangs  si  ardemment  convoités  n'est  pas  toujours  le 
travail  original  et  libre,  qui  fait  perdre  de  vue  le  but  auquel 
d'autres  pensent  sans  cesse. 

Devenu  officier  d'artillerie  et  envoyé  à  Metz,  à  Mutzig, 
puis  à  Strasbourg,  il  ne  publia  rien  pendant  dix  ans.  Il  rem- 
plissait ses  devoirs  militaires  avec  une  scrupuleuse  ponc- 
tualité, et  ses  camarades  pouvaient  croire  que  sa  profession 
l'absorbait  tout  entier.  Ils  se  trompaient.  Laguerre  poursui- 
vait silencieusement  les  études  qu'il  avait  si  brillamment 
commencées  et  accumulait  d'importants  matériaux. 

Quand  il  revint  à  Paris,  en  i864,  pour  remplir  les  fonc- 
tions de  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  il  lui  eût  été 
facile,  en  dévoilant  les  secrets  qu'il  devait  à  dix  ans  de  tra- 
vail, de  publier  un  important  volume  de  Géométrie  qui  l'eût 
immédiatement  classé  hors  de  pair.  Il  n'en  fit  rien.  Les  idées 
générales  n'avaient  de  prix,  à  ses  yeux,  que  par  les  applica- 
tions particulières  où  elles  pouvaient  conduire.  Il  ne  com- 
muniqua donc  ses  résultats  qu'un  à  un,  avec  sobriété,  presque 
avec  avarice. 

Difficile  à  satisfaire,  il  ne  voulait  rien  livrer  que  de  parfait. 
Ce  n'est  qu'en  1870  qu'il  fit,  à  la  salle  Gerson,  un  Cours 
public,  où  il  exposa  ses  vues  d'ensemble  sur  l'emploi  des 
imaginaires  en  Géométrie  et  dont  les  premières  Leçons 
furent  seules  publiées. 

Aucune  des  ressources  nouvelles  de  la  Géométrie  supé- 
rieure ne  lui  fut  étrangère;  il  en  créa  quelques-unes;  il  les 
mania  toutes  avec  habileté  et  bonheur.  Les  résultats  sont 
trop  nombreux  pour  que  je  puisse  songer  à  les  analyser  ou 
même  à  les  énumérer  tous.  Sur  cent  quarante  Mémoires 
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qu'il  nous  a  laissés,  plus  de  la  moitié  sont  des  travaux  de 
Géométrie  et  marquent  la  place  qu'a  tenue  Laguerre  dans  ce 
mouvement  dont  j'ai  parlé  plus  haut  et  d'où  est  sortie  la 
Géométrie  moderne. 

Il  s'occupa  d'abord  de  représenter  d'une  façon  concrète 
les  points  imaginaires  du  plan  et  de  l'espace;  c'est  ainsi,  en 
particulier,  qu'il  fut  amené  à  comprendre  le  premier  le  rôle 
important  que  joue  l'aire  du  triangle  sphérique  dans  la  Géo- 
métrie de  la  sphère,  et  à  étendre  la  théorie  des  foyers  à 
toutes  les  courbes  algébriques  planes  et  sphériques. 

L'étude  des  courbes  et  des  surfaces  algébriques  se  rattache 
directement  à  la  théorie  des  formes  homogènes  et  de  leurs 
invariants;  tout  théorème  sur  ces  formes  est  susceptible,  en 
eflet,  d'autant  d'interprétations  géométriques  qu'on  peut 
imaginer  de  systèmes  nouveaux  de  coordonnées.  Laguerre  a 
créé  deux  de  ces  systèmes  :  le  premier  est  applicable  aux 
courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre  ;  le  deuxième 
est  ce  qu'il  a  appelé  Yéquation  mixte  et  met  en  évidence  les 
tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  courbe  d'un  point  exté- 
rieur. Sa  connaissance  approfondie  de  la  théorie  des  formes, 
alors  naissante,  lui  permit  de  tirer  de  ces  deux  inventions 
tout  le  parti  possible.  Parmi  ces  résultats,  je  citerai  seule- 
ment l'étude  qu'il  fit  d'une  surface  du  troisième  ordre,  réci- 
proque de  celle  de  Steiner. 

Les  courbes  et  les  surfaces  anallagmatiques  attiraient  à 
cette  époque  l'attention  des  géomètres  les  plus  éminents; 
plusieurs  de  leurs  propriétés  les  plus  importantes  ont  été 
découvertes  par  Laguerre.  Il  étudiait  en  môme  temps  toutes 
les  courbes  du  quatrième  ordre,  et  en  particulier  l'hypocy- 
cloïdc  à  trois  rebrousscments,  la  cardioïde,  la  Icmniscate, 
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les  cassiniennes  planes  et  sphcriques,  les  biquadra tiques 
gauches;  ses  résultats  élégants,  qu'il  établissait  toujours  par 
une  démonstration  simple  et  ingénieuse,  font  nettement 
ressortir  les  rapports  qui  lient  entre  elles  ces  questions  diffé- 
rentes. 

A  côté  de  la  Géométrie  algébrique  se  développe  la  Géo- 
métrie infinitésimale,  à  laquelle  se  rattache  l'étude  de  la 
courbure  des  lignes  et  des  surfaces.  Cette  branche  de  la 
Science  doit  aussi  beaucoup  à  Laguerre.  Il  y  a  appliqué 
tantôt  les  ressources  du  Calcul  différentiel,  tantôt  celles  des 
méthodes  algébriques  qu'il  avait  créées.  Je  citerai  seulement 
ses  recherches  sur  les  lignes  géodésiques  et  sur  la  courbure 
des  surfaces  anallagmatiques. 

Le  célèbre  théorème  de  Poncelet  est  une  interprétation 
géométrique  lumineuse  de  l'addition  des  arguments  ellip- 
tiques. Laguerre  l'éclaircit  encore,  en  approfondit  les  cas 
particuliers,  le  rattache  aux  découvertes  de  Jacobi,  enfin  le 
généralise  et  l'étend  aux  fonctions  hyperelliptiques.  Le  théo- 
rème d'addition  de  ces  fonctions,  si  compliqué  sous  sa  forme 
algébrique,  est  remarquablement  simple  et  élégant  sous  son 
nouveau  vêtement  géométrique. 

Je  ne  puis  que  signaler  en  passant  une  ingénieuse  exten- 
sion du  théorème  de  Joachimstahl  aux  surfaces  du  second 
ordre,  et  j'ai  hâte  d'arriver  à  un  Mémoire  trop  peu  connu 
et  dont  la  portée  philosophique  est  très  grande.  Ce  Mémoire, 
qui  a  pour  titre  :  «  Sur  les  systèmes  linéaires  »,  a  été  publié 
en  1867  dans  le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Les  substitutions  linéaires  ont  acquis  dans  l'Analyse  une 
telle  importance  qu'il  nous  semble  aujourd'hui  difficile  de 
traiter  une  seule  question  sans    qu'elles  s'y  introduisent. 
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Lagucrre  devinait  déjà,  sans  doute,  l'avenir  réserve  à  cette 
théorie  et  il  en  développait  en  quelques  pages  tous  les  points 
essentiels. 

Mais  il  ne  se  bornait  pas  là.  Depuis  le  commencement  du 
siècle,  de  grands  efforts  ont  été  faits  pour  généraliser  le  con- 
cept de  grandeur;  des  quantités  réelles,  on  s'est  élevé  aux 
quantités  imaginaires,  aux  nombres  complexes,  aux  idéaux, 
aux  quaternions,  aux  imaginaires  de  Gallois.  Le  domaine  de 
l'Analyse  s'agrandissait  ainsi  sans  cesse  et  de  tous  côtés; 
Laguerre  s'élève  à  un  point  de  vue  d'où  l'on  peut  embrasser 
d'un  coup  d'œil  tous  ces  horizons.  Toutes  ces  notions  nou- 
velles, et  en  particulier  les  quaternions,  sont  ramenées  aux 
substitutions  linéaires.  Pour  faire  comprendre  la  portée  de 
cette  vue  ingénieuse,  qu'il  me  suffise  de  rappeler  les  beaux 
travaux  de  M.  Sylvester  sur  ce  sujet. 

Laguerre  applique  ces  principes  à  la  théorie  des  formes 
quadratiques  et  à  celle  des  fonctions  abéliennes,  et  il  re- 
trouve et  complète  sur  divers  points  les  résultats  de  M.  Her- 
mite.  Sans  doute,  il  n'y  a  dans  tout  cela  qu'une  notation 
nouvelle  ;  mais  qu'on  ne  s'y  trompe  pas  :  dans  les  Sciences 
mathématiques,  une  bonne  notation  a  la  même  importance 
philosophique  qu'une  bonne  classification  dans  les  Sciences 
naturelles.  Le  Mémoire  que  je  cite  en  est  d'ailleurs  la  meil- 
leure preuve.  Laguerre  touche  à  toutes  les  branches  de  l'Ana- 
lyse et  force,  pour  ainsi  dire,  une  multitude  de  faits  sans 
aucun  lien  apparent  à  se  grouper  suivant  leurs  affinités  natu- 
relles. 

Depuis  1874,  Laguerre  faisait  partie  du  Jury  d'admission 
à  l'Ecole  Polytechnique.  Ces  délicates  fonctions  ne  pou- 
vaient être  confiées  à  un  examinateur  plus  compétent  et  plus 


PREFACE.  XI 


scrupuleux.  Ces  juges  si  redoutes  sont  jugés  à  leur  tour,  et 
quelquefois  sévèrement,  par  les  candidats  malheureux  ou  par 
leurs  professeurs.  Jamais  un  condamné  n'a  protesté  contre 
un  arrêt  de  Laguerre.  Il  savait  mieux  que  personne  distin- 
guer le  vrai  savoir,  quelquefois  moins  brillant,  de  cette  éru- 
dition superficielle  due  à  une  préparation  habile.  Aussi 
quelle  souffrance  pour  lui  quand  un  candidat,  dont  il  avait 
dès  l'abord  deviné  le  mérite,  se  troublait  dans  la  suite  de 
l'examen  et  restait  au-dessous  de  lui-même. 

C'est  à  ce  moment  de  sa  vie  que  j'ai  commencé  à  le  con- 
naître et  que  j'ai  pu  apprécier,  non  seulement  son  rare  talent 
de  géomètre,  mais  sa  conscience,  sa  droiture  et  sa  grande 
élévation  morale.  Je  me  rappellerai  toujours  avec  reconnais- 
sance la  complaisance  avec  laquelle  il  mettait  au  service  des 
débutants  toutes  les  ressources  d'une  érudition  vaste  et  sûre. 

Ses  nouvelles  fonctions  ne  détournèrent  pas  Laguerre  de 
ses  recherches  géométriques;  c'est  à  cette  époque  qu'il  créa 
la  Géométrie  de  direction.  Il  est  peu  d'exemples  qui  fassent 
mieux  voir  combien  l'idée  la  plus  simple  peut  devenir  fé- 
conde quand  un  esprit  ingénieux  et  profond  s'en  empare.  On 
peut  regarder  une  droite  ou  un  cercle  comme  la  trajectoire 
d'un  point  mobile;  mais  ce  point  peut  parcourir  sa  trajec- 
toire dans  deux  sens  opposés  :  c'est  ce  qui  conduit  à  consi- 
dérer une  droite  comme  formée  de  deux  semi-droites  et  un 
cercle  comme  formé  de  deux  cycles.  De  ce  point  de  vue,  les 
autres  courbes  se  répartissent  en  deux  classes  :  les  courbes 
de  direction  qui  sont  susceptibles  de  se  décomposer  analy- 
tiquement,  comme  la  droite,  en  deux  trajectoires  parcourues 
en  sens  contraire,  et  celles  pour  lesquelles  une  semblable 
décomposition  est  impossible. 
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Le  parti  que  Laguerre  a  su  tirer  de  cette  distinction 
montre  qu'elle  n'est  nullement  arbitraire.  Elle  l'a  conduit 
en  particulier  à  une  transformation  géométrique  nouvelle 
qui  promet  de  n'être  pas  moins  utile  que  les  transformations 
déjà  connues. 

Pour  résoudre  un  problème  nouveau,  nous  cherchons  tou- 
jours à  le  simplifier  par  une  série  de  transformations;  mais 
cette  simpUfication  a  un  terme,  car  il  y  a  dans  tout  problème 
quelque  chose  d'essentiel,  pour  ainsi  dire,  que  toute  trans- 
formation est  impuissante  à  modifier.  De  là  l'importance  de 
la  notion  générale  d'invariant  que  l'on  doit  rencontrer  dans 
toute  question  de  Mathématiques;  elle  devait  s'introduire 
nécessairement  dans  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires  et  fournir  le  moyen  d'amener  ces  équations,  par  des 
opérations  convenables,  au  plus  haut  degré  possible  de  sim- 
plicité. 

Cette  idée  est  due  aussi  à  Laguerre,  et  M.  Halphen  a 
montré  combien  elle  était  féconde  en  développant  à  ce  point 
de  vue  nouveau  sa  théorie  des  invariants  différentiels. 

J'arrive  à  la  partie  la  plus  remarquable  de  l'œuvre  de 
Laguerre,  je  veux  parler  de  ses  travaux  sur  les  équations 
algébriques.  Le  théorème  de  Sturm  permettait  déjà  une  dis- 
cussion complète;  la  méthode  de  Newton  donnait  une 
approximation  rapide  et  indéfinie.  La  question  semblait  donc 
épuisée.  Mais  ce  n'était  pas  la  première  fois  que  Laguerre, 
abordant  un  champ  où  les  esprits  superficiels  ne  croyaient 
plus  avoir  rien  à  glaner,  en  rapportait  une  moisson  nouvelle. 

La  méthode  de  Sturm,  il  faut  bien  le  reconnaître,  a  été 
plus  admirée  qu'appliquée.  Pour  obtenir  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation,  on  préfère  généralement  em- 
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ployer  des  moyens  détournés  propres  à  chaque  cas  parti- 
culier; on  ne  pouvait  donc  trouver  de  nouveau  qu'en  dehors 
du  cas  général. 

La  démonstration  classique  de  la  règle  des  signes  de  Des- 
cartes est  d'une  grande  simplicité;  Laguerre  en  a  trouvé  une 
plus  simple  encore.  Ce  n'eût  été  là  qu'un  avantage  secon- 
daire, mais  la  démonstration  nouvelle  s'applique  non  seule- 
ment aux  polynômes  entiers,  mais  encore  aux  séries  infinies. 
Ainsi  transformé,  le  théorème  de  Descartes  devient  un  in- 
strument d'une  flexibilité  merveilleuse;  manié  par  Laguerre, 
il  le  conduit  à  des  règles  élégantes,  bien  plus  simples  que 
celles  de  Sturm  et  s'appliquant  à  des  classes  très  étendues 
d'équations.  Une  d'elles,  qui,  à  vrai  dire,  est  aussi  compli- 
quée que  celle  de  Sturm,  a  le  même  degré  de  généralité. 
Laguerre  ne  s'y  arrête  pas  d'ailleurs,  attiré  plutôt  vers  les 
cas  particuliers  simples  par  son  instinct  scientifique. 

La  méthode  de  Newton  consiste  à  remplacer  l'équation  à 
résoudre  par  une  équation  du  premier  degré  qui  en  dif- 
fère très  peu;  Laguerre  la  remplace  par  une  équation  du 
deuxième  degré  qui  en  difi'ère  moins  encore.  L'approxima- 
tion est  plus  rapide;  de  plus,  la  méthode  n'est  jamais  en 
défaut,  au  moins  quand  toutes  les  racines  sont  réelles.  Le 
procédé  nouveau  est  surtout  avantageux  quand  le  premier 
membre  de  l'équation  est  un  de  ces  polynômes  qui  satisfont 
à  une  équation  diflcrentielle  linéaire  et  dont  le  rôle  analy- 
tique est  si  important.  Je  ne  puis  non  plus  passer  sous  silence 
une  méthode  ingénieuse  pour  séparer  et  calculer  les  racines 
imaginaires,  mais  dont  Laguerre  n'a  pas  eu  le  temps  de  tirer 
toutes  les  conséquences. 

Quelles  sont,  parmi  ces  propriétés,  celles  qui  s'étendent  aux 
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équations  transcendantes?  Laguerre  s'en  préoccupe  et  est, 
ainsi  amené  à  approfondir  la  classification  en  genres  des 
transcendantes  entières;  personne  ne  s'est  avancé  aussi  loin 
que  lui  dans  cette  théorie,  Tune  des  plus  difficiles  de  l'Ana- 
lyse. 

L'étude  des  fractions  continues  algébriques  nous  per- 
mettra sans  doute  un  jour  de  représenter  les  fonctions  par 
des  développements  beaucoup  plus  convergents  que  les  séries 
de  puissances;  mais  peu  de  géomètres  ont  osé  s'aventurer 
dans  ce  domaine  inconnu  qui  nous  réserve  bien  des  sur- 
prises; Laguerre  y  fut  conduit  par  ses  recherches  sur  les 
polynômes  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire. 
De  tous  les  résultats  qu'il  obtint,  je  n'en  veux  citer  qu'un, 
parce  que  c'est  le  plus  surprenant  et  le  plus  suggestif.  D'une 
série  divergente,  on  peut  déduire  une  fraction  continue  con- 
vergente :  c'est  là  un  nouveau  mode  d'emploi  légitime  des 
séries  divergentes  qui  est  sans  doute  destiné  à  un  grand 
avenir. 

Tel  est  ce  vaste  ensemble  de  travaux  algébriques  et  analy- 
tiques où  Laguerre  a  su,  chose  rare,  s'élever  aux  aperçus 
généraux  sans  jamais  perdre  de  vue  les  applications  particu- 
lières et  même  numériques. 

Je  m'arrête  dans  cette  longue  énumération  de  décou- 
vertes; je  n'ai  pu  être  court,  et  je  n'ai  pas  même  l'excuse 
d'avoir  été  complet,  puisque  je  n'ai  signalé  ni  les  applications 
de  la  méthode  de  Monge  ni  celles  du  principe  du  dernier 
multiplicateur;  mais  la  prodigieuse  fécondité  de  Laguerre 
rendait  ma  tache  difficile. 

S'il  était  vrai  qu'on  ne  pût  rencontrer  la  gloire  sans  la 
chercher,  Laguerre  serait  resté  toujours  ignoré  ;  mais,  hcureu- 
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sèment,  ses  beaux  travaux  lui  avaient  attiré  Testime  et 
bientôt  Tadmiration  des  juges  les  plus  compétents,  et  il  ne 
devait  pas  attendre  en  vain  qu'on  lui  rendit  justice.  L'Institut 
lui  ouvrit  ses  portes  le  ii  mai  i883;  peu  de  temps  après, 
M.  Bertrand  lui  confiait  la  suppléance  de  la  chaire  de  Phy- 
sique mathématique  au  Collège  de  France. 

Il  est  triste  de  penser  que  Laguerre  ne  put  jouir  que  pen- 
dant peu  de  temps  de  cette  double  et  légitime  récompense. 
Il  eut  encore  le  temps,  cependant,  dans  les  quelques  Leçons 
qu'il  fit  au  Collège  de  France,  d'exposer  sous  un  jour  tout 
nouveau  cette  belle  théorie  de  l'attraction  des  ellipsoïdes, 
qu'il  avait  complétée  par  ses  travaux  personnels.  Il  siégea  à 
peine  à  l'Académie  des  Sciences.  Les  examens  d'entrée  à 
l'École  Polytechnique  l'en  éloignèrent  d'abord,  puis  la  ma- 
ladie l'obligea  à  quitter  toutes  ses  occupations. 

Sa  santé,  qui  avait  toujours  été  délicate,  usée  par  un  tra- 
vail incessant  et  opiniâtre,  était  irrémédiablement  perdue. 
Malgré  les  soins  pieux  dont  Laguerre  était  entouré,  le  mal 
fit  pendant  six  mois  de  continuels  progrès.  Il  mourut,  le 
i4  août  1886,  dans  sa  ville  natale,  a  Bar-le-Duc. 

Il  sera  regretté  non  seulement  de  ses  amis,  mais  de  tous 
les  hommes  qui  s'intéressent  à  la  Science  et  qui  savent  com- 
bien de  secrets  il  a  emportés  dans  la  tombe. 

II.    FOLNCARÉ. 
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SUR   LA 


THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 
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I.    —    RÈGLE   DES   SIGNES   DE   DeSCARTES. 

1.  La  règle  des  signes  de  Descaries  consiste  dans  les  deux  pro- 
positions suivantes  : 

F(j:)  désignant  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances 
de  x^  le  nombre  des  racines  positives  de  Véquation  F(a:)  =  o 
est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  du  polynôme  F(a:). 

Si  le  nombre  des  racines  positives  est  inférieur  au  nombre 
des  variations  du  polynôme,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

Pour  établir  la  première  proposition,  je  démontrerai  que,  si  elle 
est  vraie  quand  le  polynôme  qui  forme  le  premier  membre  de  l'é- 
quation présente  (m  —  i)  variations,  elle  est  également  vraie  quand 
ce  polynôme  présente  m  variations.  La  proposition  sera,  par  suite, 
établie  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'elle  a  lieu  évidemment 
dans  le  cas  où  tous  les  termes  du  polynôme  sont  de  même  signe. 

Soit  donc 

un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  ou  dé- 
croissantes de  X  et  présentant  m  variations.  L'équation 

OÙ  a  désigne  un  nombre  réel  arbitraire,  a  les  mêmes  racines  posi- 
tives que  l'équation 

(I)  F(^)  =  o, 
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et  la  fonclion  qui  coiistiliic  son  premier  membre. demeure  finie  et 
continue,  quand  x  croît  indéfiniment  à  partir  d'un  nombre  po- 
sitifs aussi  petit  qu'on  le  veut.  On  peut  donc  appliquer  le  théo- 
rème de  Rolle  entre  les  limites  o  et  -t-  oo  ,  et  l'on  voit  que  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  (i)  est  au  plus  supérieur  d'une  unité  au 
nombre  des  racines  de  l'équation  a:~^"'*"*^[x  F' (:f)  —  aF(x)]  =  o, 
ou  encore  de  l'équation 

(2)  ;rF'(^)  — aF(ar)  =  o. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  respectivement 

A(/?  — a),     ...,     M(r^a),     N{s  —  ql),     ...,     R(a  —  a). 

Le  polynôme  F(  j:)  présentant  m  variations,  supposons  que  M 
et  N  soient  de  signes  contraires,  et  choisissons  le  nombre  arbitraire 
a  de  telle  sorte  qu'il  se  trouve  compris  entre  les  nombres  r  et  5  (  *  )  ; 
on  voit  que,  dans  la  suite  précédente,  les  coefficients  numériques 
des  quantités  A,  ...,  M  et  ceux  des  quantités  N,  ...,  R  sont  de 
signes  contraires. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (?,)  présente  donc  autant  de 
variations  que  la  suite 

c'est-à-dire  (m —  1)  variations;  il  en  résulte  que  cette  équation  a 
au  plus  (m  —  i)  racines  positives  et  l'équation  (i)  au  plus  m  ra- 
cines positives.  La  proposition  1  est  donc  complètement  établie. 

Pour  démontrer  la  proposition  11,  il  suffit,  comme  on  sait,  de 
remarquer  que  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  (i)  et 
le  nombre  des  variations  du  polynôme  V(x)  sont  toujours  de  même 
parité. 

2.  La  démonstration  précédente  ne  suppose  en  aucune  façon 
que  les  exposants  />,...,  r,  5,  ...,  w  soient  des  nombres  entiers; 
ils  peuvent  être  fractionnaires  ou  même  incommensurables. 


(')  On  pourrait  prendre  plus  simplement  a  égal  à  /•  ou  à  s;  mais,  dans  quel- 
ques applications  des  considérations  précédentes,  il  est  utile  de  pouvoir,  entre 
certaines  limites,  disposer  de  la  valeur  de  a. 
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Ainsi  l'équation 

1        1 

x'  —  X*  -f-  07*  -h  a?^  — 1  =  0, 

présentanl  trois  variations,  a  au  plus  trois  racines  positives^  il  est 
clair,  du  reste,  qu'elle  ne  peut  avoir  de  racine  négative. 

On  peut  supposer  également  queF(a?)  soit  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Si  elle  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  plus  petites  qu'un  nombre 
donné  a,  en  cessant  d'être  convergente  pour  x  =  a,  il  résulte  de 
la  démonstration  précédente  que  le  nombre  des  valeurs  positives 
de  Xy  pour  lesquelles  la  série  F(x)  est  convergente  et  a  pour  va- 
leur zéro  y  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  série. 

De  plus,  si  le  nombre  des  valeurs  de  x  qui  jouissent  de  cette 
propriété  est  inférieur  au  nombre  des  variations  de  la  série,  la 
différence  est  un  nombre  pair. 

En  etTet,  le  nombre  des  variations  des  termes  de  la  série  étant 
supposé  flni  (ce  qu'il  faut  nécessairement  supposer  pour  pouvoir 
appliquer  le  théorème  précédent),  F(x)  est  égal  à  un  polynôme 
4>(x)  suivi  d'un  nombre  indéfini  de  termes  ayant  tous  le]  signe  du 
dernier  terme  de  ^(x).  Pour  x  =  o,  lu  série  a  le  signe  du  premier 
terme  de  ^{x).  Quand  x  tend  vers  la  valeur  de  a,  ^{x)  tend  vers 
une  valeur  finie;  les  termes  complémentaires,  qui  sont  en  nombre 
infini,  ont  tous  le  signe  du  dernier  terme  de  ^(x),  et  leur  valeur 
absolue  va  en  croissant  indéfiniment,  puisque  la  série  est  diver- 
gente pour  j:  =  rt. 
^Donc,  quand  x  s'approche  indéfiniment  de  a,  la  série  de^(jc) 
croît  indéfiniment  en  valeur  absolue  en  gardant  le  signe  du  dernier 
terme  ^{x)\  le  nombre  des  variations  de  la  série  et  le  nombre  des 
racines  considérées  sont  par  suite  de  même  parité,  d'où  résulte 
immédiatement  la  proposition  susénoncée. 

Des  considérations  toutes  semblables  s'appliquent  au  cas  où 
F(x)  est  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  X,  et  encore  à  celui  où  F(x)  est  une  série  procédant  à  la  fois 
suivant  les  puissances  croissantes  et  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  la  variable. 

3.   Soit 
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un  polynôme  entier  du  degré  m;  je  considérerai  la  suite  des  poly- 


nômes 


fm-~t(3c)  =  Aoar«-f-  Ajx  -4-  A„ 

t 

/^(x)  =  Aoar'«-»-f-  A, a:'»"^» -f- . .  .-h  A;„_, 

/(x)  =  AqX"*     -f- AiiF'»»-»H-. .  .-h  A/n-iar-h  Am, 

dont  le  dernier  est  précisément  le  polynôme  donné. 

Les  valeurs  que  prennent  ces  polynômes,  pour  une  valeur 
donnée  de  la  variable  égale  à  a,  se  calculent  facilement  par  voie 
récurrente;  on  a,  en  effet,  la  relation  bien  connue 

et  les  quantités /,n(a), /;„_i (a),  ^  •<,  f\{(i)^  f{a)  se  rencontrent 
d'elles-mêmes  quand  on  veut  obtenir  le  résultat  de  la  substitution 
de  a  dans/(j:). 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  a  est  un  nombre  positifs  le  nombre  des  variations  des 
termes  de  la  suite 

fm{a),    /;,t^,(a),    /,„-i(a},     ...,    Ma),   f{a) 

est  au  moins  égal  au  nombre  des  racines  de  V équation  f{x)  =  o 
qui  sont  supérieurs  à  a,  et,  sUl  est  plus  grand,  la  différence  de 
ces  deux  nombres  est  un  nombre  pair, 

$ 

V 

Pour  la  démontrer,  je  considère  l'identité 

pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a,  le  second  membre  est  déve- 
loppable  en  une  série  convergente  procédant  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  .r,  et  Ton  a 


X  x^  x^ 
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Le  nombre  des  valeurs  de  jj,  pour  lesquelles  la  série  est  conver- 
gente et  a  pour  valeur  zéro,  est  précisément  le  nombre  des  racines 
de  l'équation y(:r)  =  o  qui  sont  plus  grandes  que  a\  ce  nombre, 
en  vertu  de  la  proposition  fondamentale  que  j'ai  démontrée  plus 
haut,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  du  second  membre, 
lequel  se  réduit  évidemment  au  nombre  des  variations  des  termes 
de  la  suite 

d'où  résulte  le  théorème  énoncé  précédemment. 
Comme  application,  je  considérerai  l'équation 

f{x)  =  x^ —  Bar' -h  x^ —  8ar  —  lo  =  o. 

Elle  n'a  pas  de  racines  négatives;  en  calculant  successivement 
le  résultat  de  la  substitution  dans  le  premier  membre  des  nombres 
I,  2  el  3,  on  forme  le  Tableau  suivant  : 


X. 

Uix). 

/■«(x)- 

/tU) 

/li^-). 

/(jr). 

-i- 1 

-M 

— 2 

—     I 

9 

»9 

-ha 

■4-1 

-hl 

-+-  3 

—  i 

-   14 

-i-3 

-+-I 

H-6 

-+-19 

-+-49 

-hi37 

Tous  les  nombre  relatifs  à  -f-  3  étant  positifs,  on  en  conclut 
d'abord  qu'il  n'y  a  aucune  racine  de  l'équation  qui  soit  supérieure 
à  -f-  3  ;  de  plus,  les  nombres  relatifs  à  4-  2  présentant  une  seule 
variation,  on  est  certain  qu'il  y  a  une  racine  comprise  entre  4-  2 
et  -4-  3  et  qu'il  n'y  en  a  qu'une.  D'ailleurs,  les  nombres  relatifs  à 
■+- 1  ne  présentant  non  plus  qu'une  variation,  on  en  conclut  qu'il 
n'y  a  qu'une  racine  supérieure  à  -f-  1  :  c'est  précisément  celle  que 

nous  avons  séparée;  si  enfin  on  considère  la  transformation  en  -> 

ior*-f-  8^7*  —  j"2-h  3a:* —  i  =  o, 

la  substitution  de  -f- 1  donne  la  suite  de  nombres  4- 10,  4- 18, 
4-17,  4-20,  4-19,  qui  ne  présente  aucune  variation.  L'équation 
n'a  donc  aucune  racine  inférieure  à  4-  i  et,  par  suite,  a  une  seule 
racine  positive  comprise  entre  4-  2  et  4-  3. 

4.  La  proposition  précédente  peut  encore  s'énoncer  d'une  autre 
façon. 


M  ALGÈBRE. 

Le  nombre  a  étant  positif,  il  est  clair  que  les  quantités 

ont  respectivement  les  mêmes  signes  que  les  quantités  fm{à)i 
/iM-i(«)î/m-2(«)>  •  ••;  nous  pouvons  donc  dire  que  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  y*(x)  =  o  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variations  des  termes  de  la  suite 


Aoa"»,     Aca^'H-Aia"»-*,     ...,     Aoa"*H- Aia"»-»-»-..  .-4- A|„_iaH- A 


m- 


En  général,  P-|- Q -f- R-l- S -♦-. ..  désignant  une  suite  quel- 
conque de  termes,  j'appellerai  nombre  des  alternances  de  cette 
suite  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

P,    P-4-Q,    P-t-Q-hR,    P-hQ-hR-4-S,     .... 

Cette  définition  étant  posée,  le  théorème  précédent  peut  s'é- 
noncer de  la  façon  suivante  : 

Soit  le  polynôme 

où  le  second  membre  est  ordonné  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes  de  x,  le  nombre  des  racines  de  Véquation  F(jr)  =  o, 
qui  sont  supérieures  au  nombre  positif  a,  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 

et  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre 
fHur, 

\a\  démonsiralion  que  j'^i  donnée  de  ce  théorème  suppose  évi- 
dommonl  que  les  nombres  x,  ,3,  y,  ...  sont  entiers  et  positifs, 
mais  il  osl  fiicilo  do  voir  que  cette  restriction  est  inutile. 

En  premier  liou^  si  quelques-uns  étaient  motifs,  en  multi- 
pliant F^x^  par  une  puissance  de  .r  conwnablement  choisie  (ce 
qui  n^allèrv  pas  le  nombre  des  racines  positives  de  Tèquation),  on 
|Hmnrail  ï>fndn*  tous  ces  o\|H>sants  jH^silifs. 

En  second  lieu«  si  quoIquesMins  dos  nomhivs  x«  â,  7.  •  •  •  étaient 
fraclionnaif^s^  on  |HHinrait  les  rvndre  entiers  en  changeant  j:  en 


SUR  LA  TUÉORIE   DES   ÉQUATIONS   NUMÉRIQUES.  9 

x^f  to  étant  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénominateurs 

des  nombres  a,  P,  y, La  proposition  a  donc  lieu,  même  quand 

les  exposants  sont  négatifs  ou  fractionnaires,  et,  par  un  raisonne- 
ment connu,  on  en  déduit  qu'elle  subsiste  encore  lorsque  les  ex- 
posants sont  incommensurables. 

Rien  n'empêche  même  de  supposer  que  le  nombre  des  termes 
de  la  fonction  F(^)  soit  illimité,  pourvu  que  la  série  composée  de 
ses  termes  soit  convergente  pour  :r  =  a, 

6.  On  peut  chercher  une  limite  du  nombre  des  racines  posi- 
tives d'une  équation y(j:)  =  o  qui  sont  inférieures  à  un  nombre 

f(x) 
positif  a,  en  considérant  l'expression -^^ — —  qui,  pour  toutes  les 

valeurs  de  x  comprises  entre  zéro  et  a,  est  développable  en  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable. 
La  marche  à  suivre  est  exactement  celle  que  j'ai  suivie  précédem- 
ment et,  sans  m'arréter  aux  détails  de  la  démonstration,  j'énon- 
cerai de  suite  la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Etant  donné  le  polynôme 

oà  le  second  membre  est  ordonné  suivant  les  puissances  crois- 
santés  de  x  et  où  d^ ailleurs  les  exposants  sont  des  quantités 
réelles  quelconques,  positives  ou  négatives^  comme nsurables  ou 
incommensurables,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion F(j?)  =  o  qui  sont  inférieures  à  un  nombre  positif  donné 
a  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

Aa«-f-BaP-f-  GaY -+-...-+-  La^, 

ety  si  ces  deux  nombres  diffèrent^  leur  différence  est  un  nombre 
pair  (*). 

(*)    Le  cas  où  F(â?)  est  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes   de  x 
donne  également  lieu  à  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  ¥{x)  =  o  qui  sont  supérieures 
à  Vunité  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

A  4-  B  H-  C  4-  . . .  -I-  L, 

et,  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 


lO  ALUKBltE. 

Celle  proposilion  subsisle  quand  le  nombre  des  termes  de  F{x) 
est  illimité,  pourvu  que  la  série  composée  de  ces  termes  soit  con- 
vergente pour  X  =  a\  le  nombre  de  ces  variations  sera  du  reste 
évidemment  fini,  si  la  série  tend,  pour  x  =  a^  vers  une  limite  dif- 
férente de  zéro. 

Je  mentionnerai,  comme  cas  particulier  et  à  cause  de  son  im- 
portance dans  les  applications,  le  corollaire  suivant: 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  F(j:)  =  o  qui  sont 
comprises  entre  o  et  -^i  est  au  plus  égal  au  nombre  des  al- 
ternances de  la  suite 

A  -h  B  -+-  C  -h. .  .-h  L, 

et,  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre 
pair, 

6.   Soit  f{x)  un  polynôme  entier  et  posons 

V{x)  =f{a^x)  =  /(a )  -^xf(a  )  -^  f^  /'(a)  n-. . ., 

h  désignant  un  nombre  positif,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le 
nombre  des  racines  de  Téquation  Y{x)  =  o  qui  sont  comprises 
entre  o  et  A,  ou,  en  d'autres  termes,  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  f{x)  =  o  qui  sont  comprises  entre  a  et  a  4-  A,  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  l'expression 


En  posant 


1   •  ^ 


F(.r)  =  /(a-^)  =  /(a)-x/'(a)-Hfl/'(a)+..., 

on  verrait  de  même  que,  h  étant  une  quantité  positive,  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  f{x)  =  o,  qui  sont  comprises  entre  a  et 
a  —  A,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

/(«)-/! /'(a)4--^/''(a)-+-.... 

I  •  2  • 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

/{x)  étant  un  polynôme  entier  y  a  et  h  deux  nombres  quel- 
conques positifs  ou  négatifs,  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
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lion  /{-r)  =  o  qui  sont  comprises  entre  a  et  a-{-  li  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

m.    •  Ji 

etj  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre 
pair. 

Remarque.  —  Considérons  les  diverses  quantités 

/(«),    na)^hf\a),    f{a)-^hf\a)^^r(a\     ..., 

dont  la  dernière  est  précisément  /(a -h  A),  et  soient  respective- 
ment P  et  Q  la  plus  petite  et  la  plus  grande  d'entre  elles;  toutes 
les  expressions 

/(a)-I\    /(a)-P-+-A/'(a),    /(a)  -  P -h  A/'(a) -+-  — /'(a),     ... 

1    •  X 

seront  positives;  il  en  résulte,  si  Ton  pose  f{x)  —  P  =  ç(^),  que 
la  suite 

9(a)-+- A  o'(a)H ^'(a)-^.,. 

ne  présente  pas  d'alternance.  L'équation  f{x)  —  P==  o  n'a  donc 
aucune  racine  comprise  enlre  aela  -\-  h\  on  prouverait  également 
qu'il  en  est  de  même  de  Féquation  f{x)  —  Q  =  o  ;  d'où  cette  con- 
clusion importante  : 

Lorsque  x  varie  depuis  x  =  a  jusqiCà  x=za'\-  h,  la  valeur 
du  polynôme  /(x)  demeure  constamment  comprise  entre  les 
nombres  P  et  Q. 

7.  Le  théorème  précédent  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  pro- 
position plus  générale,  qu'il  est  facile  d'établir  directement  et  que 
l'on  peut  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

/(x)  désignant  un  polynôme  entier  du  degré  n,  soient  co  un 
nombre  arbitraire,  a  et  b  deux  nombres  quelconques  ne  com- 


i  .'  ALOKBIiK. 


prenant  pas  entre  eux  le  nombre  w:  cela  posé,  si  ion  désigne 
par  V  le  nombre  des  alternances  que  présente  la  suite 

(I)        AJ")-+-(W  — J*)/(X)-T /  (X)-r-..  .H /"CT), 

*^  I .  a  1 .  !i . . .  /i  "^ 

quand  on  y  remplace  x  par  a  y  et  par  V  le  nombre  des  alter- 
nances de  cette  suite  quand  on  v  remplace  x  par  i,  le  nombre 
des  racines  de  f équation  fix)  =  o  comprises  entre  a  et  b  est 
tiu  plus  égal  à  la  valeur  absolue  de  la  différence  V  —  \  '.  Si 
les  nombres  a  et  b  comprennent  w,  le  nombre  des  racines  corn- 
prises  entre  a  et  b  est  au  plus  égal  à  la  somme  V  H-  V;  dans 
les  deux  cas,  la  différence  des  deux  nombres,  si  elle  existe,  est 
un  nombre  pair. 

Pour  établir  celle  proposition,  je  remarquerai  qu'en   posant, 
pour  abréger, 

l  ,  =  /",  x\-^  xio  —  .r)j"  { X  ». 


MO  —  .r  '-   .  I  lu  —  X 


l'i   =  f\  jr  i  —  (tu  —  j*  ■  /"'»  ,r  » '■ —  f  \x^  — ...  —  —.—  /*'  i  X  ». 


l"  H  =  /\  W  ». 

le  nombre  îles  alternances  de  1 1  suite  i  O,  pour  une  valeur  donnée 

de  J",  est  le  nombre  des  Nariations  des  termes  de  la  suite  l  o-  l- 1 

l/_i,  l'/,  1 1^1 l  „,  dont  la  dernière  est  la  constante  /*<t.j). 

En  supposant,  pour  lîxer  les  idées.  <i  <;  /*  <^  (•>,  examinons  com- 
ment peut  se  modilier  ce  nombre  do  Nariations.  quand  .r  croît 
d'une  l'açon  continue  depuis  ,r  =  a  jusqu'à  x  =^  b. 

Soit  une  fonction  intermédiaire  l  -,  qui  s'annule  pour  une  \a- 
leur  a  do  x  comprise  entiv  a  et  />:  le  nombre  dos  Nariations  de  la 
suite  ne  peul  changer  si  l  |..i  et  L  .^i  sont  do  si;L:nes  contraires. 

Or  on  a  évidemment 

l    -1  ■  1  '  =   — . A  •  -  '     2   . 

I  ..>...  t  I  —  I  • 

quantité  qui  a  le  mémo  si^ne  que  /***.  2'.  l  n  calcul  tacib'  ib>nn«* 
il'aillcur^ 

;v  —  .r 

l         ;■  •  . .-        '     ■        •     . 

I  .  ' . .  .: 
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d'où  Ton  voit  que  U;(a)  et  U/v,.i(a)  sont  de  même  signe.  Si  donc 
lJi_i(a)  et  Uî4.i(a)  sont  positifs,  U/(a)  est  également  positif  et 
{Ji{x)j  étant  croissant  pour  x  =  a,  passe  du  négatif  au  positif,  ce 
qui  fait  perdre  deux  variations  à  la  suite  considérée.  Si,  au  con- 
traire, U|_i(a)  et  U/4.i(a)  sont  négatifs,  lJi{x)  passe  du  positif  au 
négatif,  ce  qui  fait  perdre  également  deux  variations.  Il  ne  peut 
donc  y  avoir  que  des  variations  perdues,  et  en  nombre  pair,  si 
l'une  des  fonctions  intermédiaires  s'annule  quand  x  varie  depuis 
X  •=.  a  jusqu'à  x  =z  b. 

Quand  la  fonction  Uo=/(^)  s'annule,  on  voit  qu'il  y  a  tou- 
jours une  variation  perdue;  la  proposition  est  donc  démontrée 
dans  le  cas  où  a  et  6  sont  tous  deux  inférieurs  à  co,  et  une  démon- 
stration entièrement  semblable  à  la  précédente  s'établira  facile- 
ment dans  les  autres  cas. 

Remarque  /.  —  Si  le  nombre  arbitraire  w  est  supposé  infini- 
ment grand  et  positif,  les  fonctions  Uq,  U|,  U2,  ...  ont  respective- 
ment les  mêmes  signes  que  les  fonctions /(a:),  f{x),  /"{x),  ..., 
et  Ton  retrouve  ainsi  le  théorème  de  Hudan. 

Remarque  II.  —  Le  nombre  w  étant  une  limite  supérieure  des 
racines  de  l'équation,  la  proposition  précédente  donne  le  nombre 
exact  des  racines  de  l'équation  lorsque  toutes  les  racines  sont 
réelles  et  que  les  nombres  a  et  b  sont  inférieurs  à  (o.  La  même 
chose  a  lieu,  toutes  les  racines  de  l'équation  étant  réelles,  lorsque 
ci>  est  une  limite  inférieure  des  racines  et  que  a  et  b  sont  supé- 
rieurs à  co. 

8.  La  méthode  que  j'ai  employée  ci-dessus,  pour  obtenir  une 
limite  du  nombre  des  racines  de  l'équation y(x)  =  o,  qui  sont  su- 
périeures à  un  nombre  positifs,  repose  sur  la  remarque  suivante, 

f(x) 
à  savoir  que  l'équation  -•^-^^— -  =  o  a  ces  mêmes  racines  et  que  le 

développement  de  '^__     suivant  les  puissances  décroissantes  de  x 

est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  a. 

Il  est  clair  que  j'aurais  pu  faire  également  usage  du  développe- 

f(x) 
ment  de  l'expression  -^ — -—9  où  p  désigne  un  nombre  entier 

arbitraire,  et  il  est  même  facile  de  prouver  que  l'on  obtiendrait 
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ainsi,  en  général,  une  limite  plus  approchée.  En  désignant,  en  effet, 
par<ï>(»r)  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  (crois- 
santes ou  décroissantes)  de  Xy  on  démontrera  aisément  que,  a  dé- 
signant un  nombre  positif  quelconque,  Texpression  ^{x){x  —  a) 
(laquelle  est  généralement  une  série,  mais  qui  peut  accidentelle- 
ment se  réduire  à  un  polynôme  entier)  présente  au  moins  autant 
de  variations  que  la  série  ^{x)\  la  démonstration  est  enlière- 
menl  semblable  à  celle  du  lemme  de  Segner,  sur  lequel  repose  la 
démonstration  que  ce  géomètre  a  donnée  de  la  règle  des  signes  de 
Descartes. 

Il  en  résulte  réciproquement  que,  V{x)  désignant  un  polynôme 
entier  ou  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  (crois- 
santes ou  décroissantes  de  x)  et  a  désignant  une  quantité  quel- 
conque positive,  le  développement  de  l'expression  — ^ — -  présente, 

au  plus,  autant  de  variations  que  le  développement  de  Y{x)]  on 
peut  ajouter  que,  si  les  nombres  de  ces  variations  sont  différents, 
leur  différence  est  un  nombre  pair. 

I^  même  chose  a  évidemment  lieu  si  Ton  considère  l'expres- 

sion  plus  générale        '  >  où  ç(x)  est  un  polynôme  quelconque 

décomposablc  en  facteurs  de  la  forme  x  —  a,  a  étant  réel  et  po- 
sitif. 

Ayant  fait  cette  remarque  importante,  je  considère  Texpression 

f(x) 

'^      ^     >  oii/(x)  désigne  un  polynôme  entier,  a  un  nombre  po- 

silif  et  p  un  nombre  entier  arbitraire. 

Soient  n  le  nombre  des  racines  de  Téquation  f{x)  =  o,  qui  sont 
supérieures  à  ^,  et  V  le  nombre  des  variations  que  présente  le 
développement  de  l'expression  précédente,  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  jt;  il  résulte,  des  propositions  énoncées  ci-dessus, 
que  n  est  au  plus  égal  à  V  (leur  différence,  s'il  y  en  a  une,  étant 
d'ailleurs  un  nombre  pair);  le  nombre  V  ne  peut  que  diminuer 
quand  le  nombre  entier /?  augmente  :  il  ne  peut  pas  d'ailleurs  dimi- 
nuer au-dessous  d'une  certaine  limite,  puisqu'il  doit  être  toujours 
supérieur  à  /i. 

Le  point  essentiel  dans  celte  méthode,  pour  en  déduire  le 
nombre  n  avec  le  plus  d'approximation  possible,  serait  de  déter- 
miner exactement  cette  limite  du  nombre  V,  lorsque  p  grandit 
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indé(inimcnl;   mais  celle  recherche  paraît   j)résenlcr  de  grandes 
difûcullés. 
Je  ferai,  de  préférence,  usage  de  la  proposilion  suivanle  : 

Si  Von  met  la  fraction  ~- sous  la  forme  suivante  : 

\^x  —  a       {x  —  «)*  (a:  —  ay  \ 

où  les  exposants  a,  p,  ...,).  vont  en  décroissant  Çk pouvant  être 
négatif)^  ce  qui  d^ ailleurs  peut  se  faite  d*une  infinitélde  ma- 
nières, le  nombre  des  racines  de  V équation  f{x)  =  o  qui  sont 
supérieures  au  nombre  positif  a  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  variations  des  termes  de  la  suite 

et,  si  ces  deux  nombres  diffèrent  y  leur  différence  est  un  nombre 
pair, 

Soienl,  en  eflel,  n  le  nombre  des  racines  de  Téqualion  proposée 
qui  sont  supérieures  à  a,  el  V  le  nombre  de  varialions  que  pré- 

senle  le  développemenl  de  -r-^ — ir  suivant  les  puissances  décrois- 

■^■^  {x  —  a)P  ^ 

santés  de  x^  on  a,  comme  je  Tai  démonlré, 

Désignons  mainlenanl  par  Vo  le  nombre  des  varialions  de  la  suite 

el  par  V|  le  nombre  des  varialions  que  présente  le  développemenl 
en  série  de  l'expression 


X  —  a       (x  —  a )*       *  *  *      {x  —  a)P* 

on  aura  évidemment 

V  =  Vo-f^V,. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  V|  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  variations   que   présente   le   développement  du  produit   par 
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{x  —  a)  de  l*expression  (i),  c'esl-à-dire  au  nombre  des  varialions 
du  développement  de 


X  —  a       (X  —  a)*      '**       [x  —  a)P-*' 

en  désignant  par  V(5l,  IB)  le  nombre  des  variations  que  pré- 
sentent les  deux  quantités  ^  et  JD  (nombre  qui  est  d'ailleurs  zéro 
ou  Tunité),  par  V2  le  nombre  des  variations  que  présente  le  déve- 
loppement de  l'expression 

X  —  a       (x  —  a)*       '**      (x  —  aU>-i 

on  aura  donc 

V,^V(51,»)-hV, 
et,  de  même, 

V,^V(».€)-hV,, 

V:,  désignant  le  nombre  des  variations  que  présente  le  développe- 
ment de  l'expression 

€  5  r 


X  —  a       (x  —  a)*       '**       (X  —  a)P-'' 

d'où  Ton  déduira  sans  peine 

V,  f  V Ca,  B)  H-  V( B,  €  )  -h . . .  -^  \(A,  £), 
et  de  là  résulte  immédiatement  la  proposition  énoncée. 

9.  L'application  du  théorème  précédent  se  fait  de  la  façon  la 
plus  simple  dans  le  cas  oii  a  est  égal  à  l'unité,  cas  auquel  se  ra- 
mène aisément  le  cas  général  par  un  changement  de  variable,  et 
en  faisant  usage  d'un  algorithme  qui  a  déjà  été  employé  par  Homer 
et  par  Budan. 

Cet  algorithme  consiste  à  former  successivement,  et  par  voie  ré- 

currente,  les  différents  coefficients  des  développements  de  "^        » 
-^^- — —.y  r— — ^'  •••  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

(X  —  i)*     {x 1)2  * 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 

f(x)  =  1qX*~\-  %xX^-^-  xjar'-f-  t^x^-^t-  a^a^-t-  a»; 
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on  écrira  d'abord  (Tableau  A)  les  coefficients  de  cette  équation 
(les  coefficients  des  puissances  qui  manquent  étant  remplacés  par 
des  zéros),  en  les  faisant  suivre  d'une  suite  indéfinie  de  zéros. 

Au-dessous,  dans  une  première  ligne  horizontale,  on  écrira  une 
suite  de  nombres  a©,  «i,  «a?  •••»  dont  le  premier  est  ao,  chacun 
des  suivants  étant  formé  en  additionnant  le  terme  précédent  avec  le 
terme  de  la  suite  précédente  qui  se  trouve  dans  la  même  colonne 
verticale,  en  sorte  que  (7|  =  ^/o-hai,  ao=rt«-|-a2,  ...;  on  voit 
ainsi  qu'à  partir  du  lerme  «4  les  termes  suivants  a^,  a^,  a^,  ... 
sont  tous  égaux  entre  eux.  Les  nombres  ainsi  obtenus  sont,  comme 

il  est  facile  de  le  voir,  les  coefficients  du  développement  de    ■- — - 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

Au-dessous,  dans  une  deuxième  ligne  horizontale,  on  écrira  une 
suite  de  nombres  60,  6|,  62,  ...  déduits  des  nombres  a©,  a»,  tf^,  ... 
comme  ceux-ci  l'ont  été  de  ao,  ai,  aj,  ...,  en  sorte  que 

^0  =  «0,        ^i  =  ^o-+-«n        ^1=^1 -+-«2,        ...; 

ces   divers  nombres   sont  les   coefficients  du  développement  de 

-^ suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 

(j?  — 1/  * 

En  poursuivant  et  observant  la  même  loi,  on  formera  une  suite 
de  lignes  horizontales 

^0  ^1  cj  Cs  r^  . . . , 
d(^  d\  d^  dz  dj,  . .  . , 
^0   ^1      ^î      ^8      ^4       .  •  •» 


dont  les  divers  termes  donneront  les  coefficients  des  développe- 

ments  j^ ^>  f^ -^  -—^ — -,  ••.,  suivant  les  puissances  de- 

croissantes  de  x. 

Si,  en  particulier,  on  considère  les  nombres  a.,,  64,  C3,  d^^ 
^M  y©»  îl  est  aisé  de  voir  qu'à  des  facteurs  numériques  près  po- 
silifs,  ils  sont  égauKà/(i),/'(i), /'(,),/'"(,),/"(,),/"(,);  c'est 
dans  le  but  de  former  ces  nombres  d'une  façon  commode  et  rapide 
que  Budan  faisait  usage  du  Tableau  précédent,  et  il  résulte  de  son 
théorème  que  le  nombre  des  variations,  présenté  par  la  suite  de 
ces  termes,  donne  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
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de  réqualion  qui  sont  supérieures  à  Tuuité.   Mais  ou  ])euL  faire 
usage  de  ce  Tableau  d*une  manière  souvent  plus  avantageuse. 

Tableau  A. 

a„  ot,  ot,  a,  a^  Œj  o  o  o 

Oq         ai         Oi         «3         «74         ^5         f/g         a^         Og 

•  •  • 

•  •  • 

Oq         bi         ùi         63  b,,         bi         bo         b-i         b^ 

•  •  • 

•  •  ■ 

Co   .  .   Cl    .  .   Cj   .  .   C3  Ci  Cj  Ce  c-i  Cg  ... 

•  •  • 

•  •  • 

d^   . .   d\    . .   di   . .   «^3   . .  d^         di         d^         d-,         ûfg  ... 

Co         Cl  Cj         C3         €%         Cl         Ce         e-i         Cg 

f^''f\'*ft-*f^  f\  fi  ^8  fl  f%  •  •  • 

g^  gl  gl  gi  gi,  gi  g6  gl  gè 

En  se  reportant,  en  effet,  à  la  façon   dont  a  été  construit  ce 
Tableau,  on  voit  sans  peine  que  l'on  a  les  identités  suivantes  : 

/{^)  ,  ^1  ^i  «4 

-A^}-=d,x+d,+  ^  +  ^  + ^^- 

{x  —  I  )*  X         x^         x^{x  —  1) 

Ci  b^  a- 


d'où  résulte,  en  vertu  du  théorème  énoncé  ci-dessus,  que  le  nombre 
des  racines  de  l'équation /(x)  =  o,  qui  sont  supérieures  à  Tunité, 
est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  que  présente  chacune 
des  deux  suites 

^'O»       Cl,       Cj,       C3,       64,       «5 

et 

^/o,        fl^i,       ^5,       ^3»       (h^       ^5'        ^6'       ^'7 

I3\me  façon  générale,  si  Ton  convient  d'appeler  diagonale  prin- 
cipale la  diagonale  qui  renferme  les  nombres  a-^^  6^,  C3,  ci,^  ^,, 
/o  et  qui  donne  (à  des  facteurs  numériques  près  positifs)  les  va- 
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leurs  (ley(^)  et  de  ses  dérivées  [)Our  x  =  \  y  on  peut  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

hâtant  /orme  le  Tableau  A,  si  Con  suit  une  ligne  horizontale 
ijnelconque  j usqiC à  ce  que  Con  atteigne  on  que  Con  dépasse  le 
ternie  correspondant  de  la  diagonale  principale  et  qu^ ensuite 
on  parcoure  le  Tableau  obliquement  et  parallèlement  à  cette 
diagonale  jusqu^à  la  première  ligne  horizontale,  le  nombre 
des  racines  de  V équation  f{x)^=o,  qui  sont  supérieures  à 
l'unité,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  que  présen- 
tent  les  termes  du  Tableau  que  ran  a  rencontrés  successive- 
ment  pendant  ce  parcours  ;  et,  si  ces  deux  nombres  di ffèrent^ 
leur  différence  est  un  nombre  pair. 

En  se  reportant  au  Tableau  A,  on  voit  ainsi  tpie  le  nombre  des 
racines  positives  supérieures  à  Tunité  est  au  plus  ép:al  au  nombre 
des  variations  que  présentent  les  termes  de  la  suite 

yoï    /i»    fit    fit     ^if     ^6»     f^dt     bi,     CTg. 

iO.  Quelques  exemples  ne  seront  pas  inutiles  pour  éclaircir  ce 
qui  précède. 

Exemple  /.  —  Soit  Téquation  j:;^  —  ^x  -f-  6  =  o;  pour  avoir 
une  limite  du  nombre  des  racines  supérieures  à  Tunité,  on  for- 
mera le  Tableau  suivant  : 

I         o     — 4         0        o 


1-333 


2 


I   . .  3  . .  V. 


La  diagonale  principale  donne  les  termes  i,  3,  —  i,  3,  qui  pré- 
sentent deux  variations^  Inapplication  du  théorème  de  Budan  in- 
diquerait donc  la  possibilité  de  deux  racines. 

Mais  la  suite  i,  3,  a,  2,  3,  formée  en  suivant  la  troisième  ligne 
horizontale  jusqu^au  terme  -h  2  et  en  remontant  parallèlement  à  la 


ao  ALOEBHR. 


diagonale,  n^oiïre  aucune  variation;  Téqualion  n^a  donc  aucune 
racine  supérieure  à  l'unité. 

Pour  voir  si  elle  a  des  racines  inférieures  à  Tunilé,  considérons 

la  transformée  en  -> 

on  formera  le  Tableau  suivant 

6    — 4        ^        I 
6        2^3 

qui  montre  immédiatement  que  Téquation  proposée  n'a  pas  de 
racines  positives;  l'application  delà  règle  des  signes  de  Descartes 
à  la  transformée  en  —  x  fait  voir  d'ailleurs  qu'elle  a  une  seule 
racine  négative. 

Exemple  IL  —  Soit  Téquation 

qui  n'a  évidemment  aucune  racine  négative.  Pour  avoir  une  limite 
du  nombre  des  racines  supérieures  à  l'unité,  nous  formerons  le 
Tableau  suivant  : 

1       — 5         12      — 15        Q  o 


1-4        8-7 


I     — 3        5    — a        o 


1      —2  3 


1     — 1 


o 


Les  termes  de  la  diagonale  principale  i,  —  i.  i>,  —  a,  a  offrent 
ici  quatre  variations»  et  par  suite  Tapplicatiou  du  théorème  de 
Budau  permet  de  croire  à  Texistence  de  quatre  racines;  mais,  la 
suite  i,o.  2^  I,  o,  ?.  ne  présentant  aucune  variation,  on  en  conclut 
que  l'équation  n'a  aucune  riicine  supérieure  ù  l'unité. 


il 
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Pour  rechercher  les  racines  inférieures  à  l'unité,  je  considère  la 


transformée  en  -  » 

X 


9J?* — i5a:'H-iaJ?' —  5x-h  i  =o, 


qui  donne  le  Tableau  suivant  : 

9  — 15      12 


9-6 


9  . .   3  . .  9  . .    lo 

Comme  la  suite  g,  3,  9,  lo,  2  n*a  pas  de  variations,  on  voit  que 
Téquation  donnée  n'a  pas  de  racine  positive  inférieure  à  l'unité  ; 
toutes  ses  racines  sont  donc  imaginaires. 


Exemple  IIL  —  Soit  l'équation  x* 
transformée  en  —  x^ 


—  3a?' 4- 9^  —  9=0?  I21 


a?* -4-  3a7' —  937  —  9  =  0, 

montre  immédiatement  qu'elle  a  une  seule  racine  négative.  Pour 
avoir  une  limite  du  nombre  des  racines  positives  supérieures  à 
Tunilé,  je  forme  le  Tableau  suivant  : 


I     —3 

0 

9 

— 

-9 

1     —2 

— 2 

7 

■ 
• 

-2 

—2 

— 2 

— 2 

—2 

• 
• 

I     —I 

—3 

4 

• 
■ 

2 

0 

—2 

-4 

• 
• 

I         0 

—3 

• 
• 

1 

3 

3 

I 

• 
• 

1         I 

— 2 

—  I 

2 

5 

• 

• 

• 
• 

I         1 

0 

— I 

•  • 

1 

1   ..  3 

..  3 

. .  2 

Les  termes  de  la  diagonale  principale  présentent  trois  variations, 
mais,  la  suite 

I,     3,    3,    2,     I,     5,     I,    —4,      -2 
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n'en   présenlanl  qu'une,  on  voit  que  l'équation   proposée  a  une 
seule  nicine  supérieure  a  Fu  ni  té. 

A  l'égard  des  racines  positives  inférieures  à  l'unilé,  je  considé- 
rerai la  transformée  en  -> 

gjT*  —  9^*  —  4-»"  —  I  =  o, 
qui  donne  le  Tableau  suivant  : 

9-9        4—1 

9        o         \         V 

d'où  l'on  conclut  que  l'équation  n'a  pas  de  racines  inférieures  à 
unité. 

W.  Soil  f{x)  un  polynôme  entier;  en  désignant  par  co  une 
quantité  positive  et  par  m  un  nombre  entier  arbitraire,  considé- 
rons le  développement,  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r, 
de  la  fraction 


i'-i) 


m 


Soit  \  le  nombre  des  variations  de  ce  déveUq>pemeut;  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  le  nombre  V  ne  peut  (]ue  diminuer  quand  le 
nombre  ni  augmente;  il  est  d'ailleurs,  au  moins,  égal  au  nombre /i 
des  racines  positives  de  l'équation  f{^,r  s  =  o,  (pii  sont  inférieures 
à  co.  Cela  posé,  faisons  croître  indéfiniment  les  nombres  tu  et  //i, 

de  telle  sorte  que  le  rapport  —  ait  pour  limite  un  nombre  donné 
positifs: —    avant  pour  limite  e*-^,  on  peut  énoncer  la  pro- 

position  suivante  : 

c.  destinant  un  nombre  positif',  le  n^mOre  \  t/es  variations 
que  pr^ésentc  le  (iê\cloppenient  de  e'\f\x\  suivant  ies  puis- 
sances croissantes  de  x  ne  peut  que  diminuer,  quand  z  aug- 
mentCy  et  ii  est  au  moins  é^a/  au  n*tnd»re  p  des  racines  posi- 
iices  de  C équation  J\x)  =-.  o. 
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SoLenl 


el 

I .tt.  1.2.3 


X^  X^ 


on  trouve  aisément 

Ao=ao»         Ai=ao^-l-ai,         Aj=  ao5*-h  urti^ -h  îaj,         ..., 

el,  en  général, 

D'où  Ton  volt,  z  étant  positif,  que  A/  est  de  même  signe  que 
re\|)ression 

«y  -3"  -4-  iui  :;«-'  -+-«(/  —  I ) Ui z"-^  -h  t(  t  —  1  )  (  t*  —  2  ) ^3 >5'*-3  -+-...; 
si  donc  on  forme  le  polynôme 

V(X)  =  ClQZf^-h  Cf|  :î"-  '  J^  -1-  UiZ"  ~^x(x  —  l)  -f-.  . . 

-{-  anx(  X  —  i) . .  .(x  —  n  -f- 1  ), 
le  noml)re  V  esl  éîral  au  nombre  des  variations  de  la  suile 


'■p 


F(o),     F(i),     I'\'2),     .... 


I  X 

Posons  z=   -  et,  en  clianneant  x  en  —  » 

(U  "  tu 


(   *(x)  =  ciQ-h  aix  -T-  a^x^x  —  ijj)  -\-  a2x(x  —  u})(x  —  2(0)  -+-. . . 

(A)  {  .      :  . 

\  -h  a„x(x  —  to) . .  .{x  —  n  —  i  to  ; , 

V  est  aussi  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suile 

<t>(0),       *(t0),       <I>(2W),        

En  désignant  par/>'  le  nombre  des  racines  posilives  de  Téq na- 
tion ^(x)  =  o,  on  a  d'ailleurs  V^/>';  d'où,  en  verlu  de  la  relation 

Ainsi   l'équation  4>(x)r=o  a  au  moins  autant  de  racines  posi- 
tives que  l'équation /(.r)  =  o  ;  en  particulier,  si  réquationy(  .1)  =  o 
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a  loiilos   SCS   racines  réelles  et  positives,  il   en  est   de  même  de 

réqualion 

<I>(jr)  =  o. 

Je  remarquerai,  de  plus,  que,  V  étant  dans  ce  cas  égal  à  y9,  la  sub- 
stitution dans  ^{-r)  des  nombres  o,  w,  aw,  ...  doit  précisément 
donner  p  variations;  d'où  il  résulte  que,  i  désignant  un  nombre 
entier  (|uelconquc,  l'équation  4>(x)  =  o  a,  au  plus,  une  racine 
comprise  enlre  ico  et  (i  -\-  1)0). 
Posons,  par  exemple. 


•C  •     •     •  «A- 

I  .1 


on  aura 


<pi  J-)  =  I  -f-  /ij-H xix —  tu)  -h. . . 

i.'Ji 

-^  xyx  —  ta) . , .  {x  —  n  —  iu>). 

On  voit  que  Téquation  ^(x)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles 
ot,  de  plus,  qu*on  peut  les  séparer  toutes  en  substituant  dans  le 
polvnomc  *I*(.r'>  la  suite  des  nombres 

o,     co,     acxl.      3b>,      .... 

12.  Comme  je  l'ai  démontré,  le  nombre  V  des  variations  des 
termes  du  développement  de  e'^ /(x\  est  au  moins  égal  au  nombre 
p  dos  racines  positives  de  l'équation  ^/"(x  »  ^  o;  ce  nombre  ne 
peut  d'ailleurs  que  diminuer  lorsque  z  prend  dos  valeurs  de  plus 
on  plus  grandes.  On  peut  se  demander  si,  pour  des  valeurs  suffi- 
samment grandes  do  z  \^ot,  par  conséquent,  pour  toutes  les  va- 
leurs plus  grandes^  V  sera  précisément  égal  à  p. 

Supposons,  00  qu'il  est  toujours  permis  de  faire,  que  Téqua- 
lion  /\.r'  =  o  n'ait  pas  do  racine  nulle.  Do  ce  que  j'ai  établi  plus 
haut,  il  n*sullo,  on  supposant  r«  positif,  que  \  est  au  plus  égal  au 
nombre  dos  racines  jH>sitivos  do  l'équation  ^  x  =«»,  où  <l>(x'> 
rt^présonto  le  polvnomo  qui  figure  dans  l'égalité    A      n""  Il  •. 

S^it  w*t^  wi  lo  discriminant  do  00  polvnO»mo  :  le  nombre  entier 
k  sera  s:ônôralomont  é;;al  à  xéro,  sauf  lo  cas  où  IVquatîon  /"•  co  •  =  o 
a  dos  ravMuo'^  égales.  IVsignons  par  t'>,  un  nombre  positif  infé- 
rieur à  la  plus  iHMito  racine  po>ili\o  <lo  Toquation  t^  x  =0,  et 
fais  ^n>  \arior  jvw  dogiv<  inson>iblos  •».  depuis  -^  ju>«]u*à  <-•»•  Lé- 
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quallou  4>  (j:)  =  o  n'ayant  jamais  de  racine  nulle,  puisque  «o  est 
différent  de  zéro,  aucune  racine  négative  ne  pourra  devenir  posi- 
tive; les  racines  qui  étaient  imaginaires  pour  (o  =  o  ne  sauraient 
devenir  positives,  car  elles  ne  le  pourraient  qu'en  devenant 
égales  deux,  à  deux,  ce  qui  est  impossible,  puisque  co  est  plus  petit 
que  coi.  11  pourrait  se  faire,  si  l'équation /(j;)  =  o  a  des  racines 
égales,  que  certaines  racines  positives  multiples  devinssent  imagi- 
naires^ dans  tous  les  cas,  /?'  désignant  le  nombre  des  racines  posi- 
tives de  Téquation  *i(j?)  =  o,  où  ^i(x)  désigne  ce  que  devient 
le  polynôme  ^{j^)  quand  on  y  remplace  w  par  w,,  on  ^p'^^p- 

Or,  on  a  V  </?'  el,  par  suite,  ^p;  d'autre  part,  V>/?;  de  là  ré- 
sulte V  =/?;  ainsi  le  nombre  Wi  ayant  été  choisi  comme  je  l'ai  dit 

plus  haut,  si  l'on  pose  3  =:  —,  on  est  assuré  que  pour  celte  valeur 

de  z  {et  pour  les  valeurs  plus  grandes)  le  nombre  des  variations 
que  présente  le  développement  de  e^^/(x)  est  exactement  égal  au 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation /(j:)  =  o. 

Ce  théorème  subsiste  évidemment  si  cette  équation,  contraire- 
ment à  ce  que  j'ai  supposé,  avait  des  racines  nulles. 

De  là  résulte  une  méthode  entièrement  différente  de  celle  de 
Lagrange  et  de  celle  de  Sturm  pour  déterminer  exactement  le 
nombre  des  racines  positives  dUine  équation. 

Cette  méthode  exige  seulement  le  calcul  du  discriminant  (o* 6  (<*>) 
du  polynôme  ^{x)\  mais,  ce  polynôme  étant  une  fonction  de  la 
variable  co,  le  calcul  de  ce  discriminant  ne  laisse  pas  que  d'être 
très  pénible. 

On  a  ensuite  à  déterminer  une  limite  inférieure  W|  des  racines 
positives  de  l'équation  B(g))  =  o  et,  cela  posé,  le  nombre  des  va- 
riations de  la  suite  indéfinie 

*i(o),     *i(w,),     *i('Jia>,),     ... 

donne  exactement  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
proposée. 

Bien  que  ce  procédé  ne  soit  guère  pratique,  j'ai  cru  cependant 
devoir  le  mentionner,  eu  égard  au  petit  nombre  des  méthodes  qui 
permettent  de  déterminer  le  nombre  exact  des  racines  d'une  équa- 
tion qui  sont  comprises  entre  deux  limites  données. 
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II.  —   Sur  les  équations  de  la  forme 

A|F(aiX)  -H  AiF(i,x)  -^. .  .-i-  X„F(oLnx)  =  o. 

13.  Soit 

V(x)  =  «0  -i-  «1  J*  -i-  «j  J^' -h .  .  . 

une   srrie  indrlinie  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  Xy  dans  laquelle  je  suppose  tous  les  coefficients  positifs  ou  nuls, 
le  premier  étant  difl'érent  de  zéro. 
Considérons  Téquation 

(I)  /{x)  =  A,F(a,x)  —  AiF(x,x)-^...-i-  A„F(a„j-)  =  o, 

où  les  a/ dési<;nent  des  quantités  positives  que  je  supposerai  ran- 
gées par  ordre  décroissant  de  grandeur,  en  sorte  que  Ton  ait 

Il  >•  ij  >  ij  r^  ...  !^'  X/i-i  >  ifl. 

Cela  posé,  si  nous  développons  en  série  le  second  membre  de 
Tétpiation  (  i\  nous  aurons 

f  {X)  =  (t^,\    \|  —  Aj  —  .  .  .—  A„  » 

-r  <ii(Ai  ïi  -T-  Aji*  ^-. . . —  \n  2.,  )x 
-i-  rtj  (  A I  a'f  —  A j  1 3  —  . . .  —  .\  rt  a J  » jt' 
--cï3(A,iJ  —  A,aî  —...--  A,|iJ  »x» 


el  il  résulte  de  la  règle  «les  sisrnes  de  Descaries  que  le  nombre /> 
des  racines  pi>sili\es  «le  Téq nation  (  i  «  ^crst-à-<iirr  le  nombre  des 
f/uanfitr.^ posffixrs  f/ui  (uuntlt'nt  f-  r  >  rt pttur  trtjuei  te  ticxetop- 
pemrnt  en  sc/ie  fie  eeffe  fitnrtivn  est  eon\er^ent^  est  au  plus 
égal  au  nouibr»'  des  \ariation^  que  présentent  les  termes  de  la 
série  iiulélinie 

\  j      —     \  *  —  ...  —      »  ■; . 

.  f     \  {  2{    —    A  *  2»   —  .  .  .     --     \  .  2  .  . 

I  \;ï-     A,x:     ...     V  2:. 

INuir  a\oir  une  liuiile  supérieure  «lu  n«Mnbre  de  ces  xarialions. 
arrêtons  celte  >t'*rie  au  It  rnie  île  ran::^, 

Vt.        \'X,       ...*^    V.^- 
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el  désignons  par  V  le  nombre  des  variations  que  présentent  ces 
/-Hi  premiers  termes. 

En  désignant  par  V"  le  nombre  des  variations  de  la  série  indé- 
finie 

A, a',  H- A, a',  -f-.  ..-f-  A^ai,     \iOL'{*-\-h  \t%!^'-^  -h. .  .-\-  Xn^i!'^ ,     -  ••» 

on  a  évidemment  V==V'-f-V". 

Or  la  seconde  série  se  composant  des  valeurs  que  prend  la 
fonction 

<!>(  x)  =  A,  a;  t\  h-  A, a',  a-J  -t- . . . -h  A„ ai{, 3i>î, 

lorsqu'on  y  fait  successivement  x  =  o,  jr  =  i ,  x='a^  ...,  le 
nombre  des  variations  des  termes  de  cette  série  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  racines  positives  de  Téquation  4>(x)  =  o,  ou  encore 
au  nombre  des  racines  supérieures  à  Tunité  de  Téquation 

(-y)  A|a'  j'-^^t-t-  Asai-j'^'^i  -H. .  .-h  A«x!,5'''8«'.  =  o, 

que  l*on  déduit  de  la  précédente  en  posant  e*^=  z. 

Les  nombres  positifs  a,,  a,,,  .. . ,  ol„  allant  en  décroissant,  il  en 
est  de  même  des  ex|)osants  loga,,  lo^a^,  ... ,  loga,,;  il  en  résulte, 
en  vertu  d'une  [)ropositi()n  dénïontrée  ])lus  haut  (n"  o),  que  le 
nombre  des  racines  de  Téqualion  (9.)  qui  sont  supérieures  à 
Tunité  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

En  désignant  par  K  le  nombre  de  ces  alternances,  on  aura  donc 

VK     et     V:V'h-K; 
d'où  encore 

/>lV'-hR. 

1 1.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  Ton  arrête  la  série  (A) 
à  son  premier  terme;  il  résulte  de  ce  qui  précède  ([ue/>  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  racines  de  Téqualion 

qui  sont  supérieures  à  Tunité,  et  l'on  peut  énoncer  cette  proposi- 
tion importante  : 


aS  ALaèBHi. 

Le  nombre  des  racines  positives  de  V équation 

A,F<a,:c)-f-A,F(«,3:)  +  ...-4-A„F(i„r)=o, 

où  les  quantités  i,,  ij,  ...,««  sont  des  quantités  positives  ran- 
gées par  ordre  décroissant  de  grandeur,  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 

A,  +  ,V,+  A,+...+ A,. 

\o.  Onauraitpu,  d'une  façon  plus  générale,  coQsîdérerl'équatioD 

A, F(ix,j7)  +  A.F(»,  »■)  +  ... +  A„F(a„x)  =  *(ar). 

où  4'(x)  désigne  un  polynôme  entier.  Mais  je  crois  inutile  de 
m'étendre  sur  ee  sujel  ;  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  suffit  pour  faire 
voir  de  quelle  manière  on  pourrait,  traiter  cette  question. 

111.  —  Sun  L'Éuii\Tiot«  i    (;-"*(i)  (/j  =  o. 


i6.  Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  ¥{x')^e^;  le 
développement  de  cette  fonctioo  est,  comme  on  le  sait,  convergent 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  ei  ne  présente  que  des  coeffi- 
cients positifs. 

Soit  l'équation 

(  i)  A,  e^-'-t-  A,e».-f  -t- . . .  +  A„ e^'  =  o, 

où  les  nombres  cti,  ocj,  ...,«„  vont  en  décroissant  et  sont,  du 
reste,  positifs  ou  négatifs. 

Celte  équation  a  évidemment  les  mêmes  racines  que  l'équation 
suivante 

A, e'*+'.'-r  +  \j e'*-*-"." -t- . . .+ AS,*-^'^'' =  o, 

où  /-  désigne  un  nombre  positif  arbitraire  que  l'on  pourra  toujours 
choisir  de  telle  sorte  que  les  nombres  (A-  +  a.,  ),  {k  -1-  a,),  .  ■ . , 
{k  -\-!t„)  soient  tous  positifs. 

En  appliquant  le  théorème  du  n"  14,  on  voit  que  l'équation  (i) 
a  au  plus  autant  de  racines  positives  que  la  suite 
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Supposons  maintenant  que  les  nombres  pti,  «a»  •  •  •  ?  a,^  soient 
les  différents  termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison 
soit  très  petite  et  dont  le  premier  terme  et  le  dernier  terme  soient 
respeclivement  — a  et  — 6;  je  suppose  a<ib.  Les  coefficients 
Ao,  A|,  —  étant  complètement  arbitraires,  on  voit  que  Téquation 
peut,  quand  la  raison  de  la  progression  tend  vers  zéro,  se  mettre 
sous  la  forme 

(2)  I     e--'4»{z)dz  =  o, 

OÙ  4>(z)  désigne  une  fonction  entièrement  arbitraire,  continue  ou 
discontinue  d'une  façon  quelconque,  pouvant  par  exemple  être 
nulle  dans  autant  d'intervalles  qu'on  le  veut. 

D'autre  part,  le  nombre  des  alternances  de  la  suite  (A)  est  au 

plus  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation  /     4>(^)rfj:  =  o, 

qui  sont  comprises  entre  a  et  6  (il  pourrait  lui  être  inférieur  au 
cas  où  cette  équation  aurait  dans  cet  intervalle  des  racines  d'ordre 
pair  de  multiplicité);  d'où  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  racines  de  V équation  (2)  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  racines  de  Véquation  j  ^(x)dx  =  o,  qui  sont 
comprises  entre  a  et  b. 

On  peut  évaluer  autrement  le  nombre  des  alternances  de  la 
suite  (A);  partageons  à  cet  effet  l'intervalle  compris  entre  a 
été  en  intervalles  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  ^(x) 
ne  soit  pas  constamment  nulle,  soit  continue  et  de  même 
signe. 

On  pourra,  en  posant  ainsi 

Jf   e-^^^{z)dz 
a 

e-^^i{z)dz-h  j      e-^'4»i(z)dz-h,..'¥-  j     e--^^n{^)dz, 

-  *^fl  ^  (In 

énoncer  la  proposition  suivante  : 
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At'  nombre  des  racines  positives  de  rét/uation  [j.)  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


a  ^  Il 


17.  Comme  application  des  théorèmes  précédents,  posons  a=  o, 
If  =z  zc  et 

oii  les  a,  désignent  dos  nombres  positifs  quelconques  et  F  la  fonc- 
lion  culérionne  de  seconde  espèce. 

LVipiation  I     e~^^^{z)=  o  devient 

•   0 

-  o. 


et  j*observe  que  le  nombre  de  ses  racines  positives  est  précisémenl 
égal  au  nombre  des  racines  positives  de  Téquation 

n\uilre  paru  Téquation  f     4ï<^.r»//.r  =  o  devient 

•   0 

et  il  rt*suhe  de  la  proposition  prêcédenle  que  le  nombre  des  ra- 
oino'i  |Hisilives  de  IVqualion  ii^eslau  plus  égal  au  nombre  des 
racines  positives  de  réqualion  \  ?\. 

IS,   i'.on>idér«>ns  Tèqualion  du  degré  n 
que  je  niottniii  sous  la  forme 
où  bi  désigne  un  nombre  iH^sitifou  nul. 
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Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Téqualion  (i)  a  au  plus  autant 
de  racines  positives  que  ré([ualion 

=  o. 


r(w-+-i;        r(a>-r--2;        r((o-f-3)  r(  co-i- n -h  I) 

ou  encore  que  Téquation 

12)     «0  H H: \-, ..->(-- : :  =  o; 

oi  H- I        (a)-r  i)(a) -i- '>.)  ((o -t- i)(co-i-2;.  .  .(to-+-/0 

0)  désigne,  comme  je  Tai  dit,  une  quantité  positive  quelconque  ou 
zéro. 

La  même  chose  a  lieu  à  Téj^ard  des  racines  négatives,  comme  il 
est  facile  de  le  voir  en  considérant  les  transformées  en  —  x.  Eu 
particulier,  on  peut  énoncer  cette  propriété  importante  : 

Si  V équation  (t)  «  toutes  ses  racines  réeiles,  V équation  (2) 
a  également  toutes  ses  racines  réelles. 

19.  Soit  le  polynôme  a^ -{- a^x -{- a^x^^-{- a^x^  \  formons. le 
produit 

où  les  U/  sont  des  fonctions  de  z.  Comme  il  est  aisé  de  le  prouver, 

OQ  a  généralement  —  =  U/_<,  en  sorte  que  toutes  les  fonctions 

d'indice  inférieur  à  U/  sont  les  dérivées  successives  de  celle-ci. 
On  a  évidemment 

atkX^  aîX*  -^  a^x'-^  a^x^-^ 

l)i= .-\ —;-. -H —. -h 


4.2...t  1.7..  .,{i —  I)  I.2...(/ — 2)  1.1,.  .{i  —  3)' 

d'où  Ton  voit  que  l'équation  U|=  oa  autant  de  racines  réelles  dis- 
tinctes de  zéro  que  l'équation 

a^x  aix^  «0^' 

«^3  -h    -7— '-  — : --7-^; -f-   y—. — — ;: — .   =  O. 

l  —  '2  {l —  '2)[l  —  i;  (l  — •2)(t  —  1)1 

Or  cette  équation  a,  en  vertu  du  théorème  précédent,  toutes 
ses  racines  réelles  si  1  —  a  est  plus  grand  que  zéro,  et  si  Téq na- 
tion «o-f-  a^  X  4-  a^x-  -\-  a:iX^  =  o  a  elle-même  toutes  ses  racines 
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réelles.  L\'(]iiali(>n  U|  =  o  a  donc  égalcmenl  toutes  ses  racines 
réelles,  si  i  est  ^  2,  et  la  même  proposition  a  lieu  à  Tégard  des 
é<|untions  U2=  o,  U<  =  o,  puisque  U,  et  U<  sont  les  deux  pre- 
mières dérivées  de  U3. 

Cette  démonstration  s'étend  d'elle-même  à  un  polynôme  de 
degré  quelconque;  d'où  le  théorème  suivant,  qu'il  est  aisé,  du 
reste,  d'établir  directement  : 

Soient  /(x)  un  polynôme  quelconque  décomposable  en  fac- 
teurs réels  du  premier  degré  et 

U|  désignant  un  des  coefficients  quelconques  de  ce  développe- 
ment, r équation  en  z 

a  toutes  ses  racines  réelles, 

20.  t\,r')  désignant,  comme  plus  haut,  la  fonction  e**f{x)j 
posons 

V*  désignant  un  quelconque  des  coeflicients  de  ce  développement, 
posons  Va  =  ^\z\^  en  sorte  que  V^^i  =  ^'t  3),  V'a_j==  5'(-5),  ...  ; 
Téquation  ^^5  -r  /)  =  o  a,  quel  que  soil  z^  toutes  ses  racines  réelles 
et  elle  peut  s'écrire 

ou 

/*  /* 

ou  encort^ 


I .  j  » , .  i       I .  j , . .  (  K  —  i  ^       I .  i  I .  j . . .  I  i  —  j  »      *  '  *      I .  a ...  A- 


F(A»  =  o, 


t>u  onlîn,  eu  vh^uiceant  h  on  ,r,  /  on  -  ot  on  chassant  les  dénomi- 
nateurs» 

F    r    -  XF    X  ;  -  ^^-H^L  r  x    r- 

I .  i 

, t       r    ;-  ~  .  .    —  F  '     X  /'  =:  o: 
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et  Ton  voit  que  celte  équation  en  /  a,  quel  que  soit  x,  toutes  ses 
racines  réelles. 

Si  donc  on  écrit  le  système  suivant 

F(a7)-+-    /F'(a-)=o, 

F(a-)-4-2/F'(ar)-h    t^F''(x)  =  o, 

F(x)-^  3/  F'(x)  -\-3t^r''{x)  H-  t^F'^ix)  =  o. 


on  voit  que,  pour  toute  valeur  de  x,  ces  équations  ont  leurs  racines 
réelles.  Il  en  serait  de  même  des  équations 

F'  (:r)  H-  tF'  (x)  =  o,         F'  (x)  -f-  a/F" (x)-+-  t*F"'(x)  =  o, 

F'(x) H-  tF'^ix)  =  o.         F'(x)-^itF'"(x)'ht^F'^(x)  =  o,         ...  ; 

Ja  dérivée  F(j;)  ayant  pour  valeur  e^^[^/(x)  H-  ^/'{x)']  et  l'équa- 
tion/(j:) -h  3/'(a:)  =  o  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  il  est 
clair,  en  effet,  que  F'(^)  est  une  fonction  de  la  même  espèce  que 
F(ar),  et  il  en  est  de  môme  de  toutes  ses  dérivées. 

21.  Les  propositions  précédentes  s'établissent  du  reste  très  fa- 
cilement, quand  on  les  suppose  démontrées,  dans  le  cas  où  F(:r) 
est  un  polynôme  entier;  il  suffit  de  remarquer  que  e^^f{x)  peut 

être  considéré  comme  la  limite  du  polynôme  f  n \  f{x)^  qui 

est  décomposabie  en  facteurs  réels  du  premier  degré. 

La  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  la  fonction  e""-''* *"*•*"/( ^),  où 
je  suppose  u  positif;  cette  fonction  peut  être,  en  effet,  considérée 

comme  la  limite  de  [  I )  (n )  f{^)'i  "^ais  les  proposi- 
tions précédentes  ne  s'appliqueraient  pas  à  une  fonction  de  la 
forme  e?f^^/(x),  si  le  polynôme  ^{x)  était  d'un  degré  supérieur 
au  second,  ou  si,  étant  du  second  degré,  le  coefficient  de  x^  était 
positif. 

Ces  remarques  très  simples  trouveront  d'utiles  applications  dans 
la  théorie  des  fonctions  transcendantes. 

22.  En  effectuant  un  changement  de  variable,  le  théorème  éta- 
bli au  n"  18  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

L  équation 

3 
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avant  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  Inéquation 

flQ  H -h    ; ; :    -h     ; ;^ —— h  .  .  .  =   O. 

a  H- o>        (a-f- tu)(aa  H- o>  )        (a -i- (i>)(  2a -f- ti>)(  Ja -h  w) 

oà  OL  et  iù  désignent  des  quantités  positives  quelconques,  la 
dernière  pouvant  être  nulle.  De  là  résulte  que,  élant  donnée 
une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  on  peut  en  déduire 
une  infinité  d'autres  qui  jouissent  de  la  même  propriété;  en  ap- 
pliquant une  seconde  fois  le  théorème  précédent,  on  voit,  par 
exemple,  que  l'équation 

^0 


(  a -h  a>)(a'-+- w')        (x  H- a>)  (aat -H  w)(  a'-+- w')(2a'-hcu') 

(a  -H  w)(2a-H  to)(3a-f-  w  )(a'-4-  cu')(  2a'-+-  w'  )(  3a'-i-  co') 

a  toutes  ses  racines  réelles,  7!  et  to'  étant  assujetties  aux  mêmes 
conditions  que  a  et  co. 

Soit,  en  général,  ^{x)  un  polynôme  d'un  degré  quelconque  dé- 
composable  en  facteurs  réels  du  premier  degré  et  ne  devenant 
négatif  pour  aucune  valeur  positive  de  la  variable,  en  sorte  que 
B(  j*)  soit  de  la  forme 

rt(.r)  =  xP{ax->r  b)*i{^a' X  -^  b')9'ia  X  -^  b'  yr 

les  nombres  />,  y,  q\  q",  ...  étant  des  nombres  entiers  ou  étant 
égaux  à  zéro,  a,  a\  a".  ...  et  6,  b\  A",  ...  étant  des  nombres  po- 
sitifs, on  verra  aisément  par  ce  qui  précède  que  Téquation 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Mais  on  peut  donner  une  plus  grande  généralité  à  cette  propo- 
sition: Téquaticm  {\)  ayant,  en  effet,  toutes  ses  racines  réelles,  il 
en  est  de  même  de  Téquation 

I  —  CD         (|-i-fO>(|  —  2C»>>         «  I  >^  cuHi -1- 2M  Kl -f- 3fu)        *"  ^' 

par  suite  do  IVquation 

<i|X                     rtjx*                                     <i,jr* 
CT^  -*-  ^— — —  -♦- ^       =0 

(I  —  tôt*  i^l->-  tù\*{l  -^  Jta)^  i  I  -^  M^U  -^  ^M»^1I  -^  3m>*     '***  ' 
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et  en  général  de  l'équation 

—      •  '  _j 1 L.         —7  n 


OÙ  A*  désigne  un  nombre  entier  quelconque. 

Faisons  maintenant  croître  indéfiniment  le  nombre  arbitraire 

positif-  et  le  nombre  entier  k,  de  telle  sorte  que  A'o)  ail  pour 

limite  log-y  q  désignant  un  nombre  positif  quelconque  égal  ou 

inférieur  à  l'unité. 

L'équation  précédente  deviendra 

et  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles;  il  en  est  de  même  de  Téqua- 
tion  obtenue  en  changeant  q  en  w-  et  or  en  —> 

co  désigne  une  quantité  réelle  quelconque,  dont  la  valeur  absolue 
est  au  plus  égale  à  l'unité. 

Des  considérations  que  je  viens  d'exposer  résulte  immédiate- 
ment la  proposition  suivante  : 

L'équation  (i)  ayant  toutes  ses  racines  réelles  y  l'équation 

^®"^lB(îy '*"e(i)e(2)"*"  0(1)0(2)9(3)"^"*"^  8(1)0(2). ..e(Ai)  """ 

a  également  toutes  ses  racines  réelles;  B(x)  désigne  un  poly- 
nôme entier  quelconque  satisfaisant  aux  conditions  ci-dessus  énon- 
cées et  co  une  quantité  réelle  quelconque,  dont  la  valeur  absolue 
est  égale  ou  inférieure  à  l'unité. 

23.  Soit,  comme  application  de  ce  théorème,  l'équation 

n(n  —  I  )     . 
(iH-  ar)'»=  I  4-  nx  n .r*-r-. .  .-î-  nx'^-^  -h  ar'*=  o; 

'  I  .2 

co  et  B(j:)  conservant  la  même  signification  que  ci-dessus,  je 
poserai 

^,  ntûx       n(n  —  i)       ta^x^  to"Vr« 


0(1)  1.2  0(1)0(2)  0(1)0(2).  ..0(/i) 
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Les  polynômes  de  celle  forme  jouissent  des  propriélés  remar- 
quables suivantes  : 

i''  L'équation  F(j:)  ==  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

•i"  Les  diverses  dérivées  de  F(j:)  s'expriment  au  moyen  de  po- 
Ijnomes  de  la  même  espèce. 

On  a,  en  effet, 


cv    X        nw   f  bi^x       {il — i)(/i 


—  l)(/i  —  i)       ta^x* 


6(2)6(3) 

(/t  — i)(/i  — a)(n  —  3)  fa>'»a^ 

m  6(2)6(3)6(4) 


] 


Si  donc  on  pose  B(jr  -h  i)  =  H(j')  et 


<I>(jr)  =  1-4-  -  '  ^ 


11(1)  1.2  H(I)H(2) 

(/i  — i)(/i~i)(/i  — 3)  fa>*j» 

Tïl  H(i)H(2)H(3)'^**' 

il  vient 

^  6(0^ 

or  <^(j')  est  un  polynôme  de  la  même  espèce  que  F(x),  puis- 
que H(j')  est  décomposable  en  facteurs  linéaires  réels  du  pre- 
mier degré  et  n'est  jamais  négatif  pour  aucune  valeur  positive 
de  X, 

Ce  que  je  viens  d*élablir  pour  la  première  dérivée  subsiste  en- 
core évidemment  pour  les  dérivées  suivantes. 

[\^  Si  Ton  pose,  en  séparant  la  partie  réelle  de  la  partie  imagi- 
naire, 

F(  I  j- )  =  V(  J-)  H-  I  \V (  X  >. 

les  équations  V(x)  =  o  et  W(x)  =  o  ont  toutes  leurs  racines 
réelles  et,  plus  généralement,  a  désignant  une  constante  réelle 
quelconque,  IVquation 

V(x>  -4-  a  W(  t)  —  o 

a  toutes  ses  racines  nielles. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer  que  cette  équation 
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peut  s'écrire 


7   » 


n(i)x  n(n  —  i)       (o*j?' 

1-4-  -rrr-ra—  ' 


e(i)  i.a        0(1)0(2) 

n{n  —  i)(/i  —  %)  to'ar^ 


a  -f-. . .  =  o, 


1.2.3  0(1)0(2)0(3) 

et  que  Téquation 

r  _n(n-0^,^n(n-.)(n-a)(«-3)^,^      -1 

1^  1.2  1.2.3.4  J 

[n(n  — i)(/i  — 2)    ,  "1 

1.2.3  J 

a  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  constante  réelle  a; 
c'est,  en  eflet,  Téquation  qui  détermine  tang  -  quand  on  se  donne 

tanga. 

En  particulier,  si  l'on  fait  B(x)  =  :r  et  to  =  i,  on  a 

V  (x)  =  IH 1 ^ 

I  1.2  1.2 

n(n  —  i)(/i  —  2)     x^  x^ 

I  .  2 .  i  1  .  2  .  O  .  .  .  /£ 

poijnôme  qui  se  présente  dans  plusieurs  questions  importantes 
d'Analyse  (^). 

En  faisant,  en  second  lieu,  6(x)=  i,  on  a 

h „(x)  =  î -{- ntax -h  — ^(o*x*H ^^ ^^ ^  toSar^-t-. .  .-H  to«'ar«; 

1.2  1.2.3 

les  polynômes  ainsi  définis  satisfont  à  l'équation  suivante 

!2'i.   Un  cas   particulièrement  intéressant  est  celui   où,  dans 
l'équation  /    e~^  S(z)dz  =  o,  on  suppose  que  ^(z)  soit  un  poly- 

(•)  Voir  à  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Tchcbyclief  {Mélanges  mathématiques 
et  astronomiques,   t.  II,  p.  182.   Saint-Pétersbourg,   iSSg),   ma  Note  Sur  Vinté- 

/*■*  e~'dx 

grale  j      {Bulletin  de  la  Société  mathématique,   t.   VII,  p.  72)  et  une 

J  J.        X 

Note  de  JM.  Halphen,  Sur  une  série  pour  développer  les  fonctions  d'une  variable 
(  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  9  octobre  1882). 
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nonio  eiiller  donl  la  l'orme  chanj^e  siiccessivenienl  lorsque  la  va- 
riable z  croît  depuis  6r  jiisqu*à  ù. 

(^eUe  équation  peut  se  mettre  alors  sous  la  forme  suivante 

les  a/  désignant  des  constantes  el  les //des  polynômes  entiers. 

Pour  examiner  le  cas  le  plus  simple,  soient  a^,  Xi,  ....  0L,t  des 
quantités  réelles  quelconques  rangées  par  ordre  croissant  de  gran- 
deur el  f?o,  Ot a„  des  quantités  réelles  quelconques;  posons, 

pour  ahréger. 

yij  —  ffp —  fï,  —  a*. 


p„  =  a^-i-  (Il  —  €i j  — . . .  —  a,i . 
et  considérons  Téquiition 
/      '*   -■* 7»^» </* -r-  i      ('-'-^pitiz-T-  j      e-'-^p^tiz-*-  .,.~t-  j     e-^^pndz  =^a. 

En  eflectuanl  les  intégrations.  Il  est  aisé  de  voir  qu'elfe  devient 
simplement 

«io«*  ak^j"—  <i,c'  -^i-»  —  <ïj«*-*.-«^  -r- . . .  —  a„r-at--«'  =  o: 

el  le  nombrt*  />  de  ses  racines  positives  est  le  même  que  celui  des 
racines  de  I  équation 

qui  sont  comprises  entre  o  el  -i-  i.  iVlle  équation  résulte  en  effet 
de  la  pnMuiérc  quand  on  \  |H>se  «•~-^=:  r. 

On  sait  d'ailleurs  ^n**  10^  que  le  nombre  p  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternaneo  de  la  suite 

/        /'o  «/-  /        /  i  ^^-  -     /        /'i  dz  —,,,—    j       p„  liz. 


3. 


d\>ù  Icn  propo>itlon>  ^uix.uUo  . 
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Les  nombres  ao,  a^  aa,  .  . .,  a„  étant  rangés  par  ordre  crois- 
sant de  grandeur,  le  nombre  des  racines  de  V équation 

qui  sont  comprises  entre  o  et  -\-  i  est  au  plus  égal  au  nombre 

des  alternances  de  la  suite 

» 

oàpoj  Pi,  P29  '  "  y  Pu  ont  la  signification  donnée  ci-dessus. 
El  encore  (ce  qui  est  le  même  théorème  sous  une  autre  forme)  : 

Si  les  nombres  ao,  ai ,  a2,  . . . ,  ol„  sont  rangés  par  ordre  dé- 
croissant de  grandeur,  le  nombre  des  racines  de  Inéquation  (i) 
qui  sont  plus  grandes  que  l'unité  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  alternances  de  la  suite  (2). 

25.  J'ai  fait  voir  plus  haut  (n°  14)  que  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation 

(i)  \oF(aLQx)-h  A|F(aia?)H-  A,F(a,a:)-i-. .  .-h  A„F(a«2r)  =  o 

était  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de  Téquation 

qui    sont  supérieures    à   l'unité;    d'ailleurs   les  nombres   logao, 
logai,  . . . ,  loga;2  vont  en  décroissant. 
Posons  maintenant 

po  =  Ao. 

/?!  =  Ao-i- Al. 

Pi=  AoH-  Ai-+-  Aj. 


/?„  =  Ao  -H  Al  -h  A  j  H- . . .  H-  An  ; 
il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  le  nombre  des  racines  posi- 

(*)  D'après  la  définition  des  alternances  d'une  suite,  il  est  clair  que  le  nombre 
des  alternances  de  la  suite  a  H-  ô  -f-  c  +  rf.x  est  le  nombre  des  variations  des 
termes  de  la  suite 
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lives  de  l'équation  (^i)  est  au  plus  égal  au  iiombie  des  alter- 
nances de  la  suite 

IV.  —  Sur  les  équations  de  la  forme 

^0  ^  ^1  _^  ^t  ^  ««  _. 

26.   Soit  Inéquation 

^0  «I  ^1  g/t  _ 

OÙ  les  nombres  ao,  ai,  ...,  a;,  sont  rangés  par  ordre  décroissant 
de  grandeur  et  eu  un  nombre  positif  arbitraire. 

Choisissons  un  nombre  positif  k  assez  grand  pour  que  toutes 
les  quantités  A*  -f-  ao,  A*  -f-  a, ,  . . . ,  A"  4-  ««  soient  positives  et  for- 
mons la  transformée  en  r=:a:-h  A% 

=  G 


OU,  pour  al>régcr  l'écriture. 


^0  ^  ^1  «« _ 

Cette  équation  peut  s'écrire 

Soit 

Téquation  précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Vf)-'^  ■■■<j)-- 
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OÙ  le  premier  membre  est  convergent  pour  loutes  les  valeurs  de  y 
plus  grandes  que  a^. 

Si  l'on  observe  maintenant  que  tous  les  coefficients  M/  sont  po- 
sitifs, on  établira,  comme  ci-dessus  (n"  13),  que  le  nombre  des 
racines  de  Téquation  (2)  qui  sont  supérieures  à  a'„  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  racines  de  l'équalion 

qui  sont  supérieures  à  Tunité;  ce  nombre  est  donc  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 

Oq-^  fii-h. .  .-h a,i. 

D'ailleurs  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (2)  qui  sont  su- 
périeures à  a„,  c'est-à-dire  à  aoH-A',  est  précisément  égal  au 
nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  qui  sont  supérieures  à  ao. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  quantités  ao,  ai ,  . . . ,  a,,  étant  rangées  par  ordre  décrois- 
sant de  grandeur,  le  nombre  des  racines  de  l'équation 

fto  ai  an 

-h. ..H r^  =  o 


qui  sont  supérieures  à  a©  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 

flo  "^~  ^1  -H  •  •  •  "+"  ^n- 

Le  nombre  des  alternances  est  pair  ou  impair,  suivant  que  les 
deux  quantités  a©  et  ( a©  4-  «i  -I- ...  -h  a,,)  sont  de  même  signe  ou 
de  signes  contraires;  il  en  est  de  même  du  nombre  des  racines  de 
l'équation  supérieures  à  a©,  comme  on  le  voit  en  substituant  suc- 
cessivement dans  le  premier  membre  de  l'équation  4-00  etlaquan- 
.  lilé  ao4-e,  où  e  désigne  une  quantité  infiniment  petite.  Ceci  ne 
s'applique  pas  au  cas  où  l'on  aurait  ao -h  fli  +  •• .  -h  a„=  o;  ce  cas 
écarté,  on  peut  dire  que  : 

Si  le  nombre  des  racines  de  l'équation  supérieures  à  clq  et  le 
nombre  des  alternances  de  la  suite  formée  par  les  coefficients 
diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 
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28.  Laissant  de  côté,  pour  Tinstanl,  le  cas  général,  je  m'occu- 
perai en  particulier  de  Téquation 

,  V  ''o  ^i  ^t  o.n 

(l) 1 1 h... H =0. 

X  —  ato  X  —  8}  X  —  0L%  X  —  Otn 

Dans  l*intervalle  compris  entre  a/  et  a/^.!,  intercalons  deux  nom- 
bres \  et  Ç',  de  telle  sorte  que  les  nombres 

soient  rangés  par  ordre  croissant  ou  décroissant  de  grandeur,  et 
Taisons  la  substitution 


d*où  Ton  déduit 


sr  —   — _, ^ 

X  — I 


x  =  '-^' 


x-« 


Aux  quantiu's  de  la  suite  (A)  correspondent  les  quantités  sui- 
vantes : 

»  •  •  r 

qui  seront  rangées  par  succession  de  grandeur  (*). 


V*>  Il  o>l  iH^n  «le  prfci$rr  ce  que  jVntends  par  là.  Des  quantités  sont  dites 
raii$xr<^  (var  sut>.*e5$ion  cn>îs!Miiile  ou  décroissante  de  grandeur  si  une  quantité 
>ariahle«  qui  >arie  toujours  dans  le  même  sens,  prend  successivement  les  valeurs 
des  tenues  de  la  suite  de  ces  quantités,  en  passant  par  TinOni  si  cela  est  néces- 
saire 

Ainsi  les  quantités 

—  4»       -  -^^    ^^^       -  • 

Mmt  ranfsi'cs  |vir  succt^ion  crv^issante  de  grandeur,  et  les  quantités 

par  Stt\\^nsMon  decrxMssante  de  grandeur. 

Vu  lieu  «ic  ranger  les  quantités  sur  une  ligne  drv^te.  on  peut  les  ranger  ainsi  : 


!l^^i  -»2_-^i 


'*4 


X>># 


tr  *«  ,"»vvv  ^^'TtN'lo  j>*t\v*r«  sia»>  «a  Mf»s  tieiermine 
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On  voit  aisément  que  toutes  les  quantités  aif^  sont  positives  : 
a]  est  donc  la  plus  grande  d'entre  elles;  l'équation  (i)  devient,  en 
eRectuant  la  substitution  indiquée  ci-dessus, 


2 


=  o 


X-i 

ou  encore 


Or,  a]  étant  le  plus  grand  des  nombres  a]^  qui  sont  tous  po- 
sitifs, en  appliquant  la  proposition  démontrée  précédemment,  on 
voit  que  le  nombre  des  racines  de  l'équation 


(2)  2^^^^^-^=o 


^k 
Ç  —  ax:  X  —  «x: 


qui  sont  supérieures  à  a]^,  c'est-à-dire  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  (i)  qui  sont  comprises  dans  l'intervalle  (Ç,  ai)  (*),  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suile 


29.  Comme  application,  considérons  l'équation 
(i)  — ^ 1 1 ::— =o. 

X  -¥  •!  X  -\-\  X  X  —  I  X  —  2 

Les  quantités 

—  2,     —  I,     o,     H-  I,      -h  2 

étant  rangées  par  succession  de  grandeur,  nous  aurons  à  consi- 
dérer les  cinq  intervalles 

(—2,—!),      (— I,    O),      (o,    H-l),      (-+-1,    -H2),      (-H2,   — 2), 

dont  le  dernier  renferme  l'infini. 


(*)  Des  quantités  a,  p,  . . .,  Jl,  [x,  . ..,  t^  (o  étant  rangées  par  succession  de 
grandeur,  j'appelle  intervalle  (^,  fi)  celui  des  intervalles  déterminés  par  ces  deux 
nombres  qui  ne  renferme  aucun  des  autres  nombres.  Cet  intervalle  peut  renfer- 
mer rinfini  si  X  et  |x  sont  de  signe  contraire;  ainsi,  étant  donnée  la  suite 

-+-4>     —3,    o,     +1, 

rintcrvalic  (4- 4»  —3)  renferme  l'infini. 


44  ALOLBllE. 

En  désignant  par  Ç  une  quantité  réelle  quelconque,  nous  dédui- 
sons, de  ce  qui  précède,  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Ç  étant  dans  l'intervalle  ( —  2,  —  i),  le  nombre  des  racines  de 
Téquation  (i)  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  —  2  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 

14      .      14  >     ^  *  ' 

-H  -5  —  z f 


?-+-a       ?  — 2       î  —  i        $       î-hi 


et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  —  i ,  au 
plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


•jL  1  14  14 


{-+-1         5        5  —  1         5  —  2        5-f-2 

En  particulier,  faisons,  dans  la  première  suite,  Ç  =  —  i  —  e, 
e  désignant  une  quantité  infiniment  petite  positive;  la  suite  de- 
vient 

14 rr  -^ 2-Hoc; 

i         2 

comme  elle  ne  présente  pas  d'alternance,  on  en  conclut  que  Téqua- 
lion  (i)  n'a  pas  de  racine  dans  l'intervalle  ( —  2,  —  i). 

2**  Ç  étant  dans  rinter>'alle  ( —  1,  o),  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  —  1  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 

I  14  i4  1  ^ 


5-^1  ^5-+-2^î-2    î-i    r 

et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  i  et  o  au  plus 
rgal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

2  I  14  li  I 


>  ,1  ,*  ^«  ^.l 


Faisons,   en  particulier,   dans  la  première  suite,  x  =  — e;   la 
suite  devient 


I-;  — 7-^i-x: 


comme  elle  présente  deux  alternances,  on    voit  que  Tiotervalle 
\^ —  I,  o^  ixmiprond  deux  racines  ou  n'en  comprend  pas. 

V"  î  étant  dans  rintorvallo  ^o.  -r  i  ».  le  nombre  des  racines  de 


SUR  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  /|.) 

l'équation  qui  sont  comprises  entre  u  et   i  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suile 

2         1  i4  i4 


(3) 


\    i^i^i-^'^'^  1-2    ç-i' 


et  celui  des  racines  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  4-  i,  au  plus 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

I  i4  i4  I  ^ 


Ç  —  I  5  —  2  Ç-l-2  Ç-hl  I 

Faisons,  par  exemple,  Ç  =  i  —  e,  la  première  suite  devient 

2---^y-i4-+-x; 

elle  présente  deux  alternances  :  donc  l'équalion  a  dans  l'intervalle 
(o,  -H  i)  un  nombre  de  racines  égal  à  o  ou  à  3. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  substituant  dans  la  seconde 
suite  -+-e;  elle  devient,  en  effet, 

-+-I  —  7-h7  —  I  -hx, 

et  cette  suite  présente  également  deux  alternances. 

4°  5  étant  dans  l'intervalle  (+ 1 ,  4-  2),  le  nombre  des  racines 
qui  sont  comprises  entre  Ç  et  +  i  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
alternances  de  la  suite 

121  14  14 


et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  -|-a,  au 
plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

14  14  121 


1  —  2  Ç-+-2  Ç-hl  5  5  —  1 

Faisons,  par  exemple,  dans  la  deuxième  suite  $=i-f-  s,  elle 
devient 

—  i4-h  -^ ha  — x; 

i        2 

comme  elle  ne  représente  aucune  alternance,  l'équation  n'a  aucune 
racine  dans  l'intervalle  considéré. 


4()  ALOKBRE. 

5"  Considérons  enfin  l'inlervalle  (-H  2,  —  2)  qui  contient  Fin- 
fini;  l  ('tant  dans  cet  intervalle,  le  nombre  des  racines  qui  sont 
comprises  entre  Ç  et  -H  'a  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 

14  I  ^  I  14 

— z_  — _j_ _j_ 1_  j 

Ç  — 2         Ç  —  I  Ç         5-+-I  S-H2 

et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  —  a,  au  plus 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

14  «2  I       .      14 


Faisons,  par  exemple,  dans  la  deuxième  suite,  ^  =  a  4-  £,  elle 

devient 

7       ' 

-—5-4-  !  —  !-+-«; 

•1       3 

et,  comme  elle  ne  présente  aucune  alternance,  Féquation  proposée 
n'a  aucune  racine  dans  finlervalle  (-1-  a,  —  a). 

30.  L'équation  précédente  ne  peut  donc  avoir  de  racines  que 

dans  les  intervalles  ( —  1 ,  o)  et  (o,  -h  i). 

3  . 

Faisons  \  =  —  -  dans  la  suite  (2),  elle  devient 

8      4       14.4       14.4       . 

37  11     "^     5  *' 

et  présente  une  alternance;  Téquation  a  donc  une  racine  et  une 

seule  comprise  entre  o  cl  —  -  el,  par  suite,  une  et  une  seule  com- 

3 
prise  entre  —  -  et  —  1 . 

3 
En  second  lieu,  faisons,  dans  la  suite  (3V  i  =  7>  ^11^  devient 

5  __  4       «4'4       i4'4       ,. 
3       7"^  "Il  T"       ^' 

comme  elle  ne    présente   qu^une   alternance,   il  en   résulte  que 
rinlervalle  f  o^  -  )  comprend  une  seule  racine  et  il  en  est  de  même, 


'3      \ 
p«r  suite«  de  rintcrvalle  i--  il. 


'.-. 


SUR   LA  THEORIE   DES   EQUATIONS  NUMERIQUES.  ^7 


On  voil  ainsi  que   l'équation   proposée    a  toutes    ses  racines 

3 
4 


réelles;  la  première  est  comprise  entre  —  i  et  —  7'  '^  deuxième 


entre  —  7  ^'  ^1  1^  troisième  entre  zéro  et  +  j>  et  la   quatrième 

entre  -h  7  et  -|-  1 . 
1 

C'est  ce  qu'il  est,  du  reste,  aisé  de  vérifier,  Téquation  mise  sous 
forme  entière  étant 

(2ar«— i)(7r»— 4)=o(«). 


(*)  Ce  Mémoire  formait  les  premiers  Chapitres  d'un  Traité  que  Laguerre  se 
proposait  de  publier  sur  la  théorie  de  la  résolution  des  équations  numériques, 
La  plupart  des  propositions  qu'il  renferme  avaient  été  déjà  exposées  autre  part 
par  TAuteur,  mais  d'une  façon  moins  complète.  C'est  pourquoi,  afin  d'éviter  des 
répétitions  et  de  présenter  les  résultats  sous  la  forme  à  laquelle  Laguerre  avait 
donné  définitivement  la  préférence,  nous  avons  cru  devoir  placer  ce  Mémoire  en 
tète  des  contributions  relatives  à  la  théorie  des  équations,  en  dérogeant  à  la  règle 
que  nous  nous  sommes  imposée  de  classer  suivant  l'ordre  chronologique  les  tra- 
vaux relatifs  à  un  même  sujet.  E.  R. 


SI  K  LE  ROLE  DES  ÉMANANTS 


ÙX^S   L\ 


THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

t.  LWVIII:  18;^ 


Oq  peut  toujours  considérer  un  poivnome  algébrique,  fonction 
de  la  variable  x,  comme  provenant  d'une  forme  homogène  /(x^  y)^ 
dans  laquelle  on  a  fait  i*  =  i  :  dans  tout  ce  qui  suit,  je  supposerai 
que  la  variable  >•  et  les  variables  analogues  y  y  t.,  t/,  ...  que  je 
pourrai  intrt>duire  soient  toutes  égales  à  I*unité. 

L  Le  premier  émanant  de  la  forme  y(x,r)  est  le  polvnôme 
5  -'-  -t-  T,  y;  ;  les  autres  émanants  s'obtiennenl  en  opéranl  sur  la 

forme  donnée  avec  le  svmbole  A  =  /  $  /~  "^  ^«  ^'  )*  ^*'  pour  abré- 
ger^ je  les  désignerai  par  la  notation  A'y^x,  >-V  Ils  jouent  un  rôle 
im|H>rtant  dans  la  théi>rie  de  Téquation /"<  x.  v)  =  o,  et,  à  cet 
éganl,  jVnoncenu  d'abonl  le  théorème  de  Rolle  sous  la  forme 
sui>ante  : 

tCioni  «AmncV  un^  rtfuaiion  </^  tlrfr^  m  <•/  ci  coefficients  réels 
t\Xsy*  ^-^  o,  XI  /\>«  /vxjtr»  pour  ahrrper. 


«Mi  $  rf«r3ciV«i<*  urne  tf^anfiiè  ryr/.V  ^melK»m$fue. 

%*  Aritjr  nn^/n^^  tv.»ijCf>r«//»Yi  «Ar  /u  pn>pi>sèe  coniienneni 
Hw/^mrs  nm  f^t^mhrr  im/wi/r  xie  r\7cimes  Je  rê^maiiom  U  =  o: 

t*  ^1  l«><flf^  ies  nn^iJirtc  xie  <',î  pr\\s>:*s^^  ft>itl  rêeHes.  touies 
^ytiles  fie  /'i^nh^Vn  O  ^  o  <'.-^:  x-^::^wt^»l  réeiles  ei  séparent 


SUR   LA    THÉORIE    DES   ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  f\ij 

Je  ferai  remarquer  que  Ton  peut  remplacer  récpiallon  û  =  o 
par  l'équation 

/     dF  dF\  ZdFdF  _dF^dF\_ 

r  ^n  '^^'  ^/  l  dx  dr^        d\  dy  )  -  ^' 

dont  deux  racines  sont  en  évidence,  les  autres  pouvant  être  déter- 
minées par  la  résolution  d^une  équation  du  degré  {m  —  2). 

2.  Soit  une  équation,  de  degré  niy  f{Xy  y)  =^  o^  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires;  représentons,  avec  Caucliy,  ses  m  racines 
par  m  points  du  plan  que  nous  appellerons  les  points  racines; 
nous  aurons  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Etant  donné  un  cercle  quelconque  contenant 
tous  les  points  racines  de  réquation,  et  étant  pris  un  point 
que/conque  Ç  en  dehors  de  ce  cercle,  toutes  les  racines  d'une 
quelconque  des  équations 

que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  un  émanant  de  l'équation 
proposée,  sont  également  contenues  dans  l'intérieur  de  ce 
cercle. 

Remarque,  —  Si  toutes  les  racines  de  la  proposée  étaient  en 
dehors  du  cercle,  le  point  ç  étant  situé  en  dedans,  toutes  les  ra- 
cines des  équations,  obtenues  en  égalant  les  émanants  à  zéro,  se- 
raient également  en  dehors  du  cercle. 

Théorème  II.  —  Si  deux  points  du  plan  ç,  ;'  satisfont  à  la 
relation 

^  d\^^*   dr,  -  "' 

tout  cercle  mené  par  ces  deux  points  (passàl-il  même  par  un 
certain  nombre  de  points  racines,  pourvu  qu'il  ne  les  contienne 
pas  tous)  contient  au  moins  un  point  racine  ;  il  y  a  en  outre  au 
moins  un  point  racine  à  l'extérieur  de  ce  cercle. 

Démarque  I,  —  La  même  proposition  a  heu  si  h;s  d  mi\  points 
\  et  \  satisfont  à  Tune  quelconque  dos  équalions 


(^'#r^-'^)'-^^''^''="' 


.lO  ALGEBRE. 

Remarque  IL  —  En  parUculîer,  le  cercle  décrit  sur  Çç'  comme 
diamètre  contient  au  moins  un  point  racine;  si  Ç  est  une  valeur 
suflisamment  approchée  d'une  racine  X|  de  la  proposée,  $'  sera 
lui-même  très  voisin  de  $,  et  le  cercle  Ç  ayant  Çç'  pour  diamètre 
contiendra  nécessairement  la  racine  Xi  ;  il  résulte  même  de  ce  qui 
précède  que  cette  racine  s'écartera  très  peu  du  diamètre.  On  peut 
rapprocher  ce  résultat  de  la  méthode  d'approximation  donnée  par 
Newton. 

3.  Cauchv  a  donné,  dans  son  théorème  sur  les  contours,  rela- 
tivement  aux  racines  imaginaires,  l'équivalent  du  théorème  de 
Sturm.  Les  théorèmes  beaucoup  plus  élémentaires,  mais  non 
moins  importants,  de  Rolle  et  de  Descartes,  n'ont  pas,  jusqu'à 
présent,  été  étendus  au  cas  des  racines  imaginaires.  Les  proposi- 
tions précédentes,  quoique  très  simples,  pourront  peut-être  jeter 
quelque  jour  sur  cette  question  ;  dans  tous  les  cas,  elles  mettent 
indubitablement  en  évidence  le  rôle  fondamental  que  jouent  dans 
celte  théorie  les  contours  circulaires. 


*—* 


SUR  UNE  FORMULE  KOUYELLE  PERMETTAIT  D'OBTENIR, 

PAR  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES, 

LES    RACINES    D'UNE    ÉQUATION 

DONT  TOUTES  LES  RACINES  SONT  RÉELLES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 

t.  LXXIX;  187/4. 


1.  Dans  ce  qui  suit,  A  et  B  désignanl  deux  quantités  quel- 
conques, j'appellerai  AB  Fintervalle  rempli  par  rcnsemble  des 
valeurs  que  prend  une  variable  qui,  partant  de  la  valeur  initiale  A, 
atteint  en  croissant  constamment  la  valeur  finale  B.  On  voit  que, 
si  A  est  plus  grand  que  B,  l'intervalle  AB  contient  la  valeur  dt  oc. 

Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Etant  donnée  une  équationy  de  degré  /?, 
/'{x)  =  0,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  supposons  que  Von 
ait  déterminé  deux  nombres  A  et  B,  tels  que  V intervalle  AB 
comprenne  une  seule  racine  \  de  V équation  proposée;  si  Von 
prend j  dans  cet  intervalle^  un  nombre  a  arbitraire,  tel  que 

soit  comprise  dans  le  même  intervalle  y  la  racine  \  est  néces- 
sairement comprise  dans  V intervalle  ba^  les  quantités  a  et  b 
étant  déterminées  par  les  formules 

__  .,      (g  — A)/'(a)-/t/(a) 

et 

(a-B)/'(a)-/i/(a) 


6  =  a-+-/(a) 


/(^)/\0L)  H-  (a  -  B)[/(a)/'(a)  -/'H»)] 

2.  Cette  méthode  diffère,  comme  on  le  voit,  profondément  de 
celle  de  Newton,  en  ce  qu'elle  utilise  non  seulement  les  proprié- 
tés de  Téquation  dans  le  voisinage  de  la  racine  cherchée,  mais 
encore  la  façon  dont  elle  se  comporte  pour  des  valeurs  assez  éloi- 
gnées de  cette  racine. 


SLR  LA 


HÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 

DONT    TOUTES    LES   RACINES   SONT    RÉELLES. 


Comptes  rvntius  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences ^ 

i.  LX\I\:    1X75. 


I.  Klant  données  doux  quantités  réelles  quelconques  A  et  B, 
j'appellerai  inim^alle  AB  Tensemhle  des  valeurs  que  prend  une 
quantité  variable  partant  de  la  valeur  initiale  A  et  acquérant, 
après  avoir  crû  constamment,  la  valeur  finale  B.  En  représentant 
A  et  B  par  deux  points  d\m  a\e  live,  a\ant  respectivement  ces 
quantités  pour  abscisses,  on  voit  que,  si  A  est  plus  grand  que  B, 
rintervalle  AB  rtMi  ferme  le  point  situé  à  lintini. 

Je  désisruerai  aussi  par  ccrcir  AB  la  portion  du  plan  limitée  à 
la  cin^Hiterence  décrite  sur  AB  comme  diamètre  et  renfermant 
rînlcr\alle  AB:  en  sorte  que,  si  A  est  plus  grand  que  B,  le  cercle 
AB  sVlcndra  ;\  Tintini. 

Kntiu  je  dirai  que  deux  quantités  A  et  B  limitent  les  racines 
d*uno  oqualii»n,  lorsque,  dos  deu\  inlerxalles  AB  et  BA,  l'un  ren- 
lorme  lv>utc<  les  racines  rcelles  de  réquation.  tandis  que  Taulre 
n'en  rtMUVnuc  aucune:  qu'elles  les  sèpareni.  lorsque  chacun  de 
CCS  inlcrxallc^  cnlcrmc  ,ui  moins  une  racine  n-e'Ue  de  réquation. 

i.   Cola  p\*<c,  considcr\^n>  une  t\fuation  du  degré  n 

Jixaul  lxnïîc>  sc<  racines  rxvllcs:  c:î  »iesii:nanl  par  H  son  hessien 
et  eu  i\  prcv^nuul,  jv*;;r  ibrc^vr,  ^-  ■;  —  1  H  par  —  A.  on  sait 
que  A  iv^^va  Ix'^^m^uvs  ^sv>':i:',  vj;;cl»c  xji;c  >v«::  là  \aleur  de  la  va- 
rtJiHc,  xi  i  o'.î  r.^,;t:A  v  Uv^rcx  r  lc>  {  rv:v  >i:L:i>  siîixantes  : 


•    * 


SUR  LA   RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  53 

Théorème  I.  —  Quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à 
la  variable  Ç,  si  deux  quantités  réelles  x  et  od  satisfont  à  la 
relation 

ces  deux  quantités  séparent  les  racines  de  V équation  (i). 

Théorème  II.  —  Etant  données  deux  quantités  quelconques 
X  et  x',  ces  deux  quantités  limitent  ou  séparent  les  racines  de 
V équation  (i),  suivant  que  l'équation  (:>.),  en  y  considérant  Ç 
comme  rinconnue,  a  toutes  ses  racines  imaginaires  ou  bien  a 
des  racines  réelles, 

3.  Le  ihéorèine  I  peul  être  mis  sous  une  autre  forme  plus  com- 
mode dans  les  applications.  Si,  donnant  à  Ç  une  valeur  réelle  fixe, 
nous  faisons  varier  simultanément  x  et  x'  de  façon  à  satisfaire 
à  Téquation  (2),  nous  voyons  que  les  deux  points  x  et  x^  forment 
sur  Taxe  deux  divisions  en  involution,  dont  les  points  doubles 
(nécessairement  imaginaires)  sont  donnés  par  Téqualion 


( 


En  appelant  m  le  point  de  Taxe  dont  l'abscisse  est  Ç,  représen- 
tons par  M  le  point  du  plan  dont  les  coordonnées  rectangulaires 
sont 

Lorsque  m  se  déplacera  sur  Taxe,  le  point  M  (que  j'appellerai 
le  point  adjoint  à  m)  décrira  une  courbe  (M),  dont  tous  les  points 
jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

Théorème  III.  —  Si,  par  un  point  quelconque  de  la  courbe 
(M),  on  mène  deux  droites  rectangulaires  entre  elles,  les  deux 
points  oii  elles  rencontrent  l'axe  séparent  les  racines  de  la  pro- 
posée, 

4-.  (Concevons  mainlenanl  que  Toii  ail  déterminé  un  intervalle 


Lfl  ALQÈBRE. 

AB  contenant  une  seule  racine  a  de  la  proposée  et  un  point  M  de 
la  courbe  (M)  situé  dans  le  cercle  AB  :  on  pourra  toujours  le 
faire,  si  Ton  a  une  valeur  suffisamment  approchée  de  la  racine; 
car,  à  mesure  qu'un  point  de  l'axe  se  rapproche  de  cette  racine, 
le  point  adjoint  s'en  rapproche  lui-même  indéfiniment.  Menons, 
par  le  point  M,  deux  droites  respectivement  perpendiculaires  à 
MA  et  MB,  et  rencontrant  l'axe  aux  points  a  et  b;  d'après  le  théo- 
rème Illy  la  racine  a  est  comprise  dans  les  intervalles  Aa  et  6B, 
et,  par  suite,  dans  l'intervalle  ba  qui  leur  est  commun. 

On  obtient  ainsi  deux  limites  de  la  racine  d'autant  plus  rap- 
prochées que  le  point  M  est  plus  voisin  de  la  racine.  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  l'application  de  cette  méthode  est  que 
le  point  M  soit  situé  dans  le  cercle  AB;  dans  la  pratique  il  sera 
plus  commode  d'employer  un  autre  critérium. 

o.  Soit,  à  cet  effet,  m  un  point  de  l'axe  ayant  pour  abscisse  Ç, 
et  m'  un  autre  point  de  l'axe  ayant  pour  abscisse  la  valeur  ^'  dé- 
duite de  la  relation  l'  -4:  -^W  ^  =  o. 

Je  dis  que,  si  le  point  m'  est  compris  dans  l'intervalle  AB,  la 
méthode  précédente  peut  toujours  être  employée.  On  vérifie,  en 
effet,  facilement  que  la  circonférence  décrite  sur  mm' comme  dia- 
mètre passe  par  le  point  adjoint  M;  par  hypothèse,  cette  circon- 
férence est  située  dans  le  cercle  AB  :  il  en  est  donc  de  même  du 
point  M. 

Le  critérium  précédent  est  d'une  application  plus  facile  que  le 
premier;  il  conduit,  en  outre,  à  un  procédé  parfaitement  régulier 
pour  approcher  indéfiniment  de  la  racine  cherchée. 

On  établira,  en  effet,  facilement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Ayant  déterminé  un  intervalle  AB  corn- 
prenant  une  seule  racine  %  de  V équation  proposée,  soit  ^  une 
quantité  prise  dans  l* intervalle  AB,  et  telle  que  la  quantité 

P  —  TTqs  ^^^^  elle-même  comprise  dans  cet  intervalle;  suppo- 

sons,  pour  fixer  les  idées,  que,  quand  une  variable  décrit  dans 
le  sens  direct  V  intervalle  AB,  elle  passe  par  la  valeur  |î  avant 

de  passer  par  la  valeur  ^ •    ,    « 
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Cela  posé ^  en  appelant  m  le  point  dont  l'abscisse  est  ^  etM 
le  point  qui  lui  est  adjoint,  nous  mènerons  par  M  une  perpen- 
diculaire à  la  ligne  MB  et  coupant  Vaxe  au  point  m^ .  De  même, 
par  le  point  M|  adjoint  au  point  /Wi,  nous  mènerons  une  droite 
perpendiculaire  à  M|  B  et  coupant  Caxe  au  point  m^* 

En  continuant  ainsi,  nous  déterminerons  sur  Vaxe  une  série 
de  points  m^  m^,,  m^f  »  --  ^  mi  et  la  série  des  points  adjoints  M, 
M|,  M2,  .. . ,  M|. 

Les  valeurs  des  abscisses  des  points  m,  mi,  ma, ... ,  m/  for- 
nieront  une  suite  de  quantités  s^ approchant  infiniment  de  la 
valeur  a  de  la  racine  et  toujours  dans  le  même  sens. 

Pour  avoir,  quand  on  s'arrête  à  un  terme  quelconque  de  la 
série,  mi  par  exemple,  une  limite  de  l'erreur  commise,  il  suf- 
fira de  mener  par  le  point  M/_<  une  perpendiculaire  à  la  droite 
MA,  et  de  prendre  son  point  d'intersection  ni  avec  l'axe;  la 
racine  oLsera  nécessairement  comprise  entre  les  points  nii  et  a?,. 

6.  Les  considérations  et  les  constructions  géométriques  dont, 
pour  plus  de  clarté,  je  me  suis  servi  dans  tout  ce  qui  précède  de- 
vront, dans  les  applications,  être  remplacées  par  des  formules 
analytiques. 

On  obtiendra  ainsi,  en  particulier,  celles  que  j'ai  données 
brièvement  dans  une  Note  que  j'ai  eu  l'honneur  de  présenter  ré- 
cemment à  l'Académie  (a4  août  1874)  (*)• 


(')  C'est  la  note  de  la  page  5i  du  présent  volume:  d'ailleurs  cette  note,  Tai- 
ticlc  actuel  et  le  Mémoire  suivant  sont,  en  quelque  sorte,  inséparables. 

E.  R. 


*—* 


SUR   LA 


RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


yottveiles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série,  l.  WII;  1878. 


I. 

1 .  Soit  une  équation  algébrique  de  degré  n  et  à  coefiicienls 
réels  ou  imaginaires;  en  prenant  —  pour  inconnue,  elle  peut  s'é- 
crire  sous  la  forme  suivante 

y  désignant  un  polynôme  homogène  et  du  degré  n  par  rapport  aux 
quantités  x  et  j*;  ou  encore,  en  posant  ^  =  —  > 

F^c)  =/(;;,  1)  =  0. 

En  prenant  d'une  façon  arbitraire,  dans  un  plan,  deux  droites 
rectangulaires  pour  axe  des  abscisses  et  pour  axe  des  ordonnées, 
je  conxiendrai,  suivant  l'usage  habituel,  de  représenter  une  quan- 
tité imaginaire  a-hj3i  par  un  point  ayant  a  pour  abscisse  et  ^ 
pour  ordonnée. 

Cela  posé,   z=^—   étant  une   quantité  imaginaire  quelconque 

représentée  par  le  point  m  du  plan,  j'appellerai  point  dérivé  du 

point  m  le  point  [jl  représentant  la  quantité  IJ  =  -  déterminée  par 

Féquatiou 

X         On  déduit  de  celte  éipiatitm 
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OU,  en  vertu  du  thcorùmc  sur  les  fonctions  homogènes, 


1^  =  z  —  n 


F\z) 


Lorsque  l'on  considère  z  comme  la  valeur  approchée  d'une  ra- 
cine de  l'équation  F(Z)  =  o,  en  désignant  par  z'  la  valeur  que  l'on 
en  déduit  pour  cette  racine,  par  la  méthode  de  Newton,  on  a 

T       —       <»    ^  '       • 

d'où  cette  conclusion  :  Si  m  est  un  point  du  plan  représentant 
une  valeur  approchée  d'une  racine  de  l'équation  F(Z)  =  o,  et  si 
la  valeur  approchée  de  cette  racine,  que  l'on  en  déduit  par  la  mé- 
thode de  Newton,  est  représentée  par  le  point  m',  le  point  [x  dé- 
rivé du  point  m  s'obtient  en  portant  dans  la  direction  mm',  et  à 
partir  du  point  m,  une  longueur  égale  k  n  x  mm'. 

2.  J'établirai  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  équation  algébrique  du  de- 
gré /i,  si  l'on  prend  un  point  m  arbitrairement  dans  le  plan  et 
si  l'on  désigne  par  [x  le  point  dérivé  du  point  m,  tout  cercle 
passant  par  les  deux  points  m  et  [x,  s'il  ne  passe  pas  par  toutes 
les  racines  de  l'équation,  contient  au  moins  une  de  ces  racines; 
et,  dans  ce  cas,  une  au  moins  des  racines  est  située  à  l'exté- 
rieur  du  cercle. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarquerai  que,  a,  p,Y>2 
désignant  des  quantités  imaginaires  quelconques,  les  différents 
points  représentés  par  l'expression 

7       «-^^^ 

L   =    ; :;-  > 

Y  H-  0^ 

quand  on  donne  à  /  toutes  les  valeurs  réelles  possibles,  sont  si- 
tués sur  un  même  cercle,  et  que,  pour  deux,  valeurs  imaginaires 
quelconques  de  /,  les  points  représentant  les  valeurs  correspon- 
dantes de  z  sont  situés  du  même  côté  par  rapport  au  contour  du 
cercle,  ou  de  côtés  différents,  suivant  que,  dans  les  valeurs  de  la 
variable  /,  les  coefficients  de  /  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires. 
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Cela  posé,  z=  -  ayant  une  valeur  quelconque  et  s  étant  détcr- 
miné  par  Téquation 


l'expression 


r 

=  1  = 

1 

7 

tx- 

-\f. 

Ms 

ty- 

-Vi' 

quand  on  y  donne  à  t  toutes  les  valeurs  réelles,  représente  un 
cercle  passant  par  le  point  m  représentant  z^  puisque,  pour  /=ao, 

on  a  Z  =  —  ;  ce  cercle  passe  également  par  le  point  dérivé  jx  repre- 

•r 

sentant  ^y  puisque,  pour  /  =  o,  ou  a 

On  voit  ainsi,  à  cause  de  Tindétermination  de  A,  que  l'expres- 
sion précédente  représente,  pour  des  valeurs  réelles  de  /,  les  dif- 
férents points  d'uu  cercle  quelconque  passant  par  les  deux  points 
m  et  jjL  et,  diaprés  ce  que  j*ai  dit  plus  haut,  pour  démontrer  la  pro- 
position énoncée,  il  suffira  de  prouver  que  Téquation 

si  elle  admet  des  racines  imaginaires,  admet  au  moins  une  racine 
où  le  coeflîcient  de  i  est  positif  et  une  racine  où  ce  coefficient  est 
négatif. 

L*équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi  : 

f\ ix  ^  \  f'\.  ir  -^  A  f'^'i  =z  o, 
ou,  en  développant  >uivant  les  puissances  de  i^ 

Le  coefficient  de  /""•  dans  celle  équation  est  égal  à  zéro;  un 
calcul  facile  montre,  en  ctVet,  qu'il  est  égal  à 

De  là  résulte  que  la  s^nnuic  «les  racines  do  I  •'qualion  •  i  \  est  nulle: 
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en  désignant  donc  par  a  +  bi^  a'  •■\-  b'  i^  ...  ces  racines,  on  a 

X(aH-  bi)  =  o, 
d'où 

2*  =  0; 

et,  par  suite,  si  toutes  les  valeurs  de  b  ne  sont  pas  nulles,  il  y  a 
au  moins  deux  de  ces  valeurs  qui  sont  de  signes  contraires,  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

3.  Théorème  II.  —  Etant  donnés  un  cercle  quelconque  qui  ren- 
ferme toutes  les  racines  de  V équation  fÇL^X)^=>  o  et  un  point 


=  ->  situé  en  deh'^^'  ^^  ^^  é^ow*^ia   /i^»#e  /x»*  nr^i^tf  - —  _. 
nis  par  V équation 


s=  ->  situé  en  dehors  de  ce  cercle,  tous  les  points  z=  -9  défi- 


sont  situés  dans  l'intérieur  du  cercle. 


•y 


En  effet,  z  désignant  Fun  quelconque  des  points  ainsi  définis, 
^  est  son  point  dérivé;  si  z  n'était  pas  situé  dans  Tintérieur  du 
cercle,  par  les  deux  points  z  el^  qui  lui  sont  tous  deux  extérieurs, 
en  pourrait  mener  un  cercle  renfermant  dans  son  intérieur  le 
cercle  donné  et,  par  suite,  toutes  les  racines,  ce  qui  est  contraire 
à  la  proposition  précédente.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  démontrerait  de  même  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  un  cercle  quelconque  à  l'extérieur  duquel 
sont  situées  toutes  les  racines  de  l'équation 

/(X,Y)  =  o, 
et  un  point  J^=  -,  situé  dans  l'intérieur  de  ce  cercle,  tous  les 

points  z=.  —<>  définis  par  l'équation 

sont  situés  à  l'extérieur  de  ce  cercle. 

4.  Étant  donnée  une  équation  de  degré  n^  F(5)=  o,  et  m  étant 
le  point  représentatif  d'une  valeur  z,  approchée  d'une  racine  de 
cette  équation,  désignons  par  m' le  point  représentatif  de  la  valeur 
approchée  de  cette  racine  que  donne  la  mélhode  de  Newton.  Le 
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poiiil  a  (Irrivé  de  m  s^obtienl  en  portant,  à  partir  de  m  dans  la  dl- 
rrclion  mni\  une  longueur  égale  à  /?  x  mm! y  et  tout  cercle  pas- 
sant par  les  points  m  et  |jl  conlient  au  moins  une  racine  de  l'équa- 
tion. 

Kn  particulier,  le  cercle  décrit  sur  m[jL  comme  diamètre  contien- 
dra une  racine,  et,  si  m  est  suilisamment  voisin  de  la  racine,  m  sera 
tri^s  voisin  de  m'  et  par  conséquent  de  a;  le  cercle  dont  je  viens 
de  parItT  aura  donc  un  rayon  très  petit  et  contiendra  la  racine 
rhen^hée. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Quelle  que  soit  la  quantité  z^  il  y  a  au  moins  une  racine  de 
rêqu<ttion  Vi^z)  =  o  dont  la  différence  asrec  V expression 

F(  5> 

z  —   -- 

t  yi) 

a  un  module  moindre  «tue  <  /i  —  i  ^  fois  le  module  de  ...  ^    . 

'  ^  b   {Z) 

II 

fCxatneti  du  cas  où  toutes  les  racines  tle  l'équation 

sont  réelles, 

5.  (\>nsidériuis  une  équation  du  doirré  n.F\  z  *=  o,  avant  toutes 
SOS  racines  nvHos. 

Soit  Li  courbe  dont  rèquation  csl  «  =  F  ^  ,  prenons  un  point 
quelconque  M  sur  celle  courbe  cl  j>ar  ce  point  menons  une  paral- 
lèle à  Taxe  des  ti  cl  la  tangente  à  la  courbe.  Soient  respectivement 
Pet  r  lc>  |H^ints  où  CCS  drv>ilc<  ivujH^nt  Tave  des  ^;  portons  sur 
cet  a\c.  à  partir  du  jH^inl  P  et  dans  la  din^clion  PT,  une  longueur 
IM    c^alo  à  *:  \  n\ 

Ou  tbvvrvmc  l  et  vie  l  intcrprx  lalîon  cèx^mêlnque  delà  méthode 
\iv^  Newton,  ou  d<\l;:ït  iîumcdiatcnïcn»  la  pn>posilivkn  suivante  : 

/^:  *\':. '.*•.'  .:*/:;  ,\  ;:,,:;.-;  ;>;  :♦  ^^  F   c    r-:'^-."^  ntre  au  moins 


•     *    •  «  , 


iV  iVtSc  prv^pru*;.    n\*^?  vj,;'.  :;  v  Jk>  j\irt:c'o:icr  du  ne   propriété 
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Convenons,  comme  préccdcniinenl,de  représenter  une  (juantité 
imaginaire  quelconque  a-|-  [3/  par  un  point  d'un  plan  ayant  res- 
pectivement a  et  p  pour  abscisse  et  pour  ordonnée  relativement  à 
deux  axes  rectangulaires  arbitrairement  choisis. 

L^équation  F(3)=:o  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  ces  di- 
^'erscs  racines  seront  représentées  par  divers  points  de  Taxe  des 
abscisses. 

Cela  posé,  j'énoncerai  d'abord  la  proposition  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation 
T[z)  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  est  que  chaque  point  du 
j)lan  et  son  point  dérivé  soient  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe 
des  abscisses. 

En  effet,  si  un  point  m  et  son  point  dérivé  [jl  se  trouvaient  d'un 
même  côté  relativement  à  Taxe  des  abscisses,  on  pourrait,  par  les 
deux  points  m  et  [a,  faire  passer  un  cercle  situé  entièrement  d*un 
même  côté  par  rapport  à  cet  axe.  L'équation,  en  vertu  du  théo- 
Tème  I,  aurait  donc  au  moins  une  racine  imaginaire,  ce  qui  est 
contraire  à  Thypo thèse. 

Réciproquement,  si  Téquation  a  des  racines  imaginaires,  on 
peut  trouver  une  infinité  de  points  dont  les  points  dérivés  sont  si- 
tués du  même  côté  relativement  à  l'axe  des  abscisses. 

Il  suffit  pour  le  démontrer  de  remarquer  que,  quand  un  point  m 
du  plan  tend  vers  une  racine  ÎJ  de  l'équation,  le  point  dérivé  [x 
tend  vers  la  même  racine;  en  prenant  m  suffisamment  rapproché 
de  Ç,  on  pourra  évidemment  faire  en  sorte  que  le  point  dérivé 
soit  situé  du  même  côté  relativement  à  l'axe  des  abscisses. 

La  proposition  précédente  est  donc  entièrement  établie. 

7.  La  droite  aj3  désignant  l'axe  des  abscisses  {Jig'  i),  soit  M 
un  point  quelconque  du  plan  et  |jl  son  point  dérivé.  Comme  je 
viens  de  le  faire  remarquer,  les  deux  points  M  et  [x  sont  situés  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  des  abscisses;  menons  par  ces  points  un 
cercle  quelconque,  et  soient  H  et  K  les  points  où  ce  cercle  coupe 
l'axe  3f^. 

En  vertu  du  théorème  1,  le  cercle  renferme  au  moins  une  racine, 
cl  comme,  par  hypothèse,  toutes  les  racines  de  l'équation  sont 
réelles,  celle  racine  c?sl  comprise  enlre  les  points  H  et  K. 
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Les  points  M  et  [jl  restant  fixes,  on  peut  faire  varier  !e  cercle, 
et  l'on  obtiendra  ainsi  une  infinité  de  segments  analogues  à  HK  et 
tels  que  chacun  d'eux  renfermera  au  moins  une  racine.  Soit  I  le 


point  de  rencontre  de  M[jl  avec  l'axe  ;  au  point  I,  élevons  une  per- 
pendiculaire IP,  telle  quelP  =  MI  x  [aI. 

Les  divers  segments  dont  je  viens  de  parler  sont  vus  du  point  P 
sous  un  angle  droit. 

A  chaque  point  M  du  plan  correspond  donc  un  point  P,  défini 
comme  je  viens  de  le  dire  et  jouissant  de  la  propriété  énoncée 
dans  la  proposition  suivante  : 

Si,  par  le  point  P,  on  mène  deux  droites  rectangulaires 
quelconques  interceptant  sur  l'axe  un  segment  RS,  ce  segment 
renferme  au  moins  une  racine  de  l'équation  et  en  renferme 
au  plus  (n  —  i). 

En  considérant  diverses  positions  du  point  M,  on  obtiendra  au- 
tant de  positions  du  point  correspondant  P.  Il  est  facile  de  se 
rendre  compte  comment  ces  points  P  sont  distribués  dans  le  plan. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  soit  du  troisième 
degré  et  désignons  par  <?,  i,  c  {fig-  2)  les  points  qui,  sur  l'axe  aa', 
représentent  les  racines  de  l'équation. 

Sur  chacun  des  trois  segments  ah,  hc  et  ca  comme  diamètres 
décrivons  une  demi-circonférence  :  nous  obtiendrons  ainsi  trois 
arcs  de  cerclo  formant  une  sorte  de  triangle  curviligne  ac^ bal cU a. 

En  examinant  la  figure,  on  verra  facilement  <|ue  deux  droites 
n*ctangulaires  quelconques  passant  par  un  p«)int  situé  dans  Tinté- 
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rieur  de  ce  triangle  înterceplent  sur  l'axe  un  segment  renfermant 
au  moins  une  racine  de  l'équation  et  en  renfermant  au  plus  deux. 
Au  contraire,  si  l'on  prend  arbitrairement  un  point  en  dehors  de 
ce  triangle,  on  peut  toujours  par  ce  point  mener  deux  droites 

Fig.  2. 


rectangulaires  interceptant  sur  l'axe  un  segment  ne  comprenant 
aucune  racine  de  l'équation  ou  les  comprenant  toutes. 

Tous  les  divers  points  P  couvrent  donc  une  portion  du  plan 
comprise  tout  entière  dans  le  triangle  curviligne  ac'ba'cb'ay  et  il 
est  facile  de  voir  que  la  courbe  qui  la  limite  est  tangente  aux 
cercles  aux  points  a,  6,  c  et  a  un  rebroussement  en  chacun  de  ces 
points. 

Dans  Idifig,  2,  cette  portion  du  plan  a  été  couverte  de  hachures. 


REMARQUES  SUR  QUELQUES  POINTS 


DE    LA 


THÉORIE  DES  ÉQUATIOINS  NUMÉRIQUES. 


*  Nouvelles  Annales  de  Matiiématiques,  i*  série,  t.  XVII:  1878. 


1.  Élanl  donné  un  polynôme /(x),  du  degré  w,  on  sait  le  rôle 
important  que  joue  sa  dérivée /'(j:)  dans  la  résolution  de  l'équa- 
tion/(jr)  r=  o. 

Dans  la  plupart  des  cas,  on  peut  remplacer  cette  dérivée  par  le 
polynôme 

o(x)=a-x)/'(x)-^n/ixl 

qui  renferme  une  constante  arbitraire  \  et  qui,  quel  que  soit  X, 
est  généralement,  ainsi  que  la  dérivée,  du  degré  (n  —  i). 

î2.  Supposons,  par  exemple,  qu'en  cfTcctuant  sury(x)  et  ^{x) 
l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur,  en  changeant  de 
signe  tous  les  restes,  nous  formions  une  suite  de  polynômes 
y,  (j),  '^1,  cp2,  ...,  analogues  à  ceux  que  Ton  forme,  dans  la  mé- 
thode de  Sturm,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  polynômes  y* 

01/'. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  démonstration,  on  voit  claire- 
ment que,  si  l'on  fait  varier  x^  la  suite  des  termes  y,  y,  0|, ne 

peut  perdre  de  variations  que  quand /(x)  s'annule.  Dans  ce  cas, 
l'expression 

passe  évidemment  du  positif  au  négalif  si  jr  ^  A,  et  du   négatif 
au  positif  si  .r  <;  \. 
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D'où  la  proposition  suivante,  due  à  M.  Ilermile  (')  : 

Si,  dans  la  suite  des  polynômes  f,  '^,  cp,,  '^.j,  . . .,  on  substitue 
deux  nombres  a  et  [î  (a  <:^  jî),  l'excès  du  nombre  des  variations 
de  cette  suite  pour  x  =^  a,  sur  le  nombre  des  iiariations  de  cette 
suite  pour  jr  =  p,  est  éf(al  à  V excès  du  nombre  des  racines  de 
l'équation  /( x)  --  o,  comprises  entre  a  e/  ^  et  plus  petites  que  X, 
sur  le  nombre  de  ces  racines  qui  sont  plus  grandes  que  \, 

Il  est  clair  que  la  proposition  précédente  peut  servir  aux  mêmes 
usages  que  le  théorème  de  Sturm,  en  ayant  soin,  lorsque  Ton  veut 
déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  a  et  p,  de 
substituer  le  nombre  \  dans  la  suite,  si  \  est  compris  entre  a  et  p. 

Je  remarquerai  maintenant  que  Ton  peut  toujours  déterminer  \ 
de  telle  sorte  que  le  polynôme  ^{x)  s'abaisse  au  degré  (/i  —  2). 
On  aura,  par  suite,  une  division  de  moins  à  faire  que  dans  Tappli- 
cation  de  la  méthode  de  Sturm ^  ce  qui,  dans  certains  cas,  pourra 
être  plus  avantageux. 

3.  Je  prendrai,  comme  second  exemple,  la  séparation  des  ra- 
cines d'une  équation  du  cinquième  degré. 

M.  Maleyx,  qui  a,  dans  ce  Journal,  publié  plusieurs  Notes  inté- 
ressantes sur  la  séparation  des  racines  (^),  a  remarqué  que  les  ra- 
cines de  l'équation  du  cinquième  degré  pouvaient  être  séparées  en 
résolvant  deux  équations  du  deuxième  degré« 

Le  procédé  suivant  sera  peut-être  plus  commode  dans  la  pra- 
tique. 

En  désignant  pary(^)  un  polynôme  du  cinquième  degré,  dé- 
terminons \  de  telle  sorte  que  le  polynôme 

S'abaisse  au  troisième  degré;  puis  eflTecluons  la  division  de/par  o. 
Plous  obtiendrons  Téquation 

/--.cpQ-hR, 

où  Q  et  R  sont  des  polynômes  du  second  dej^ré. 


(•  )  Mémoire  sur  l'équation  du  cinquième  degré,  p.  3i. 
(M  Nouv.  Ann,  2'  série,  t.  \I,  p.  \o\,  et  t.  Mil,  p.  38.'). 
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En  remplaçant  f  par  sa  valeur,   la  relation  précédente  peut 

/(i-5Q)  =  (X-a7)Q/'(x)-4-R; 


s'écrire 


on  en  conclut  que  les  racines  de /(x)  =  o  sont  séparées  par  les 
racines  des  équations 

X  —  X  =  o,        Q  =  o,        R  =  o, 

dont  une  est  du  premier  degré  et  les  deux  autres  du  second  seule- 
ment. 


I 

i 


SUR   LA 

(M 


REGLE  DES  SIGNES  DE  DESCARTES^  \ 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i*  série,  t.  XVÎII;  1879. 


4.  Pour  appliquer  cette  proposition  (^)  à  la  recherche  du 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation 

(4)  /(^)  =  o, 

où  f{x)  désigne  un  polynôme  entier,  je  choisirai  un  polynôme 

o(x),  assujetti  à  la  seule  condition  que  le  développement  de  ^rr-\ 

suivant  les  puissances  croissantes  Aex  ne  renferme  qu'un  nombre 
limité  de  variations. 

Cela  posé,  A  désignant  le  plus  petit  des  modules  des  racines  de 
l'équation  cp(ic)  =  o,  ce  développement  est  convergent  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  x  plus  petites  que  A  et  est  divergent 
pour  j:  =  A;  il  s'annule  d'ailleurs  pour  toutes  les  racines  positives 
de  l'équation  (4)  qui  sont  inférieures  à  A. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Le  polynôme  ^(x)  satisfaisant  à  la  condition  ci-dessus  énon- 
cée, le  nombre  des  racines  positives  de  Inéquation  /[x)=o, 
dont  la  valeur  est  inférieure  à  A,  est  au  plus  égal  au  nombre 

des  variations  du  développement  de  —, — -  suivant  les  puissar\ces 

croissantes  de  x,  et,  sUl  lui  est  inférieur,  la  différence  est  un 
nombre  pair. 

S.  En  considérant  seulement  les  cas  les  plus  simples,  soit  d'a- 


(')  Nous  avons  supprimé  les  trois  premiers  numéros  de  ce  Mémoire  qui  ne 
sont  que  la  reproduction  des  pages  3,  4  et  5  du  présent  Volume.  E.  R. 

(  )  C'est  la  proposition  dont  l'énoncé  est  imprimé  en  italiques  à  la  pago  5. 

K.  n. 
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bord  ç(x)  =  />  —  Xj  p  désignant  un  nombre  quelconque  positif. 
Soit  n  le  degré  de/(.r);  en  désignant  par  P  un  polynôme  du 
degré  (/i  —  i),  on  a  identiquement 


/( 


p-x  p 


—  x  "^       \/>     p^     p*         I 


On  voit  que  tous  les  termes  de  ce  développement  ont,  à  partir 
du  coeffîcient  de  j-",  le  même  signe.  D'ailleurs,  ce  développement 
est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  inférieures 
à/>;  donc  le  nombre  des  racines  positives  de  réqualiony(x)=  o, 
dont  la  valeur  est  inférieure  à  p^  est  au  plus  égal  au  nombre  des 

variations  que  présentent  les  termes  du  développement  de      J_ 

dont  le  degré  ne  dépasse  pas  /i. 

Comme  il  s'agit  seulement  d'obtenir  les  signes  des  termes  de  ce 
développement  et  que  p  est  positif,  on  peut  remplacer  l'expres- 

sion  -ï par   •    ^ — r  •  ou  encore  par  la  suivante  : 

p  —  X  ^      p\\  —  x)  ^ 

i  —  X        ^    ^ 
d\>ù  cette  proposition  : 

Etant  donnée  V équation 

A*x'  -A|X*->-^  \îX»-*  — ...— A,_,x-^.V,  =  o, 

/f*  nomhrr  des  nicincs  p<\s:itiWs  de  cette  équation,  dont  la  va- 
leur est  intérieure  au  nombre  positif  p^  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  de  la  suite 


Vi/»*  •   V./»*   '  -  \ip^  *— -. 


•—  A,_î/»2— A,_,/>~A,. 

.  —    \r     •/■'*—  A,  -,/>-*-  A„ 


^r-î/^—  A,-,/>  — A., 

A»-t/>  — A«. 
A.: 


ei^  jtV/  tmi  est  im/èrie^r.  Li  dijrerrme^  es:  un  nombre  pair. 
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fi.  En  désignant  toujours  par  p  un  nombre  quelconque  positif, 
/disons  en  second  lieu 

On   a  identiquement,    P   étant  un  polynôme  entier  du  degré 

(n  2), 

(y>  — x)»  (p  —  xy       p  —  X 


I-«e    nombre  des  variations  du  second  membre  se  compose  d*a- 
boT^d  des  variations  du  polynôme  entier  Q,  formé  des  termes  du 

développement  de  .-^ dont  l'exposant  est  inférieur  à  n,  et  en- 
suite des  variations  des  termes  de  la  suite 

f(p)  f{p)  Ap) 

v^omme  ces  termes  vont  toujours  en  croissant,  la  suite  ne  peut 
pï'^^senter  qu'une  variation,  et  elle  la  présentera  effectivement  si  le 

nombre  n—p  ^^  est  négatif. 

Au  lieu  du  développement  de     •^__'      >  on   peut  évidemment 
considérer  le  suivant  : 

(i  —  x)*      •'^^    /^ 

^^  énoncer  cette  proposition  : 
Étant  donnée  V équation 


I 


70  ALOÊORE. 

si  \  désigne  le  nombre  des  racines  de  Inéquation 

f{x)  =  o 

positives  et  inférieures  au  nombre  positif  p,  et  jx  le  nombre  des 
variations  des  termes  de  la  suite 

Ai/>"-»  -f-  iA,/)"-»-}-.  .  .-f-(,^  _  7.)A„-,/?»-4-(/l  —  i  )kn-\p  -H  nkn, 

Aî/>«-*-r.  .  .-!-(/*  — 3)A«- j/>«-4-(n  —  'X)kn-\P  -+-(/»  —i)A«, 


A«_i/?*  -r-  A  \n-\P  -^  '^  A«, 

A„_i/>-H2lA„, 

A/1, 

/e  nombre  A  c*^  ^//  />///5  égal  au  nombre  ([x  -}-  i),  e^  leur  diffé- 
rence est  un  nombre  impair  si  la  quantité  n  — p  "^  ^  est  po- 
sitive ou  nulle;  la  différence  est  zéro  ou  un  nombre  pair  si 
cette  quantité  est  négative. 

7.  Soient  p  et  q  deux  nombres  positifs  quelconques  assujel- 
lîs  à  la  seule  condition  (|ue  q  soit  plus  grand  que  p;    faisons 

Le  développement  en  série  de  — —=-7 — — — :  est  convergent  pour 

toutes  les  valeurs  positives  de  j:  inférieures  à  />,  et  l'on  a  identique- 
ment, P  désignant  un  polynôme  entier  du  degré  {n  —  2), 


=  P-4-    • 


(,P  —  x){q—x)  q—pp  —  x     Q~p^~-^ 

=  p-f- 


<I    IP       fip')\ 

ApA\ql        Agy\ 
<!'   Vp'         Ap)\ 


q—p 

X 

Ap)\q"        A'/) 


•"  ip"  /■(/>)] 

Ap)lr^'  /(y)U., 

q"^'lp"^'  'Ap)\ 

?"-^M  p"-'  Ap)\  "  {' 
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Le  nombre  des  variations  du  second  membre  se  compose  d'a- 
bord des  variations  du  polynôme  entier  Q,  formé  des  termes  du 

développement  de  , '-r-: :  dont  l'exposant  est  inférieur  à  n, 

^^  (/>  — ^)(y  — ^)  ^ 

et  ensuite  des  variations  des  termes  de  la  suite 

sl^fisA    ^m^/M    a^_Asl 

Or,  -i  étant  plus  grand  que  i,  les  termes  de  cette  suite  vont  tou- 
jours  en  croissant  et  ne  peuvent  présenter  qu'une  variation  ;  elle  se 
présentera  si  -^  —    rr\  ^^^  negatil. 

Si  l'on  se  reporte  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  on  peut  donc  énon- 
cer la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  f{x)  un  polynôme  entier  du  degré  n,  et 
par  p  et  q  deux  nombres  positifs  arbitraires,  mais  dont  le  se- 
cond soit  supérieur  au  premier,  soient  \  le  nombre  des  racines 
positis?es  de  réquation  f{x)=^  o  qui  sont  inférieures  à  p^  et  \k 
le  nombre  des  variations  du  polynôme  formé  des  termes  du  dé- 
veloppement de 

dont  l'exposant  est  inférieur  à  n\  le  nombre  |x  est  au  plus  égal 
au  nombre  ()^H-  i),  et  leur  différence  est  un  nombre  impair  si 
la  quantité 

y"     /(y) 

est  positive  ou  nulle;  elle  est  zéro  ou  un  nombre  pair  si  cette 
quantité  est  négative. 


SUR    LA 


DKTEH.MINATION    IVUNE    LIMITE    SUPEIUEUIŒ 

DES   RACINES   D'UNE  ÉQUATION 


LT    SUR    LA 


SÉPARATION    «ES   RACINES, 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  l.  LXXXIX;  1879  (•). 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  2*  série,  t.  XIX  ;  1880. 


I. 

1.  Etant  donnée  une  équation  du  degré  m 

(I)  /(^)=", 

dans  laquelle  le  coefficient  de  x^  est  supposé  positif,  Newton  a  fait 
connaître  une  méthode  très  élégante  pour  obtenir  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation;  elle  consiste, 
comme  on  le  sait,  à  déterminer  une  quantité  a  qui  rende  positives 
toutes  les  fonctions 

/(^)»  /'(^),  r^^) /'«-u^x  /"H^). 

L^application  de  la  méthode  de  Newton  ne  laisse  pas  que  d'être 
assez  longue  dans  la  pratique,  le  calcul  numérique  des  termes  de  la 
suite 


(^) 


A«),  /'(«),    ....  /"*-»(«),   /'"(«) 


étant  d'autant  plus  pénible  que  la  connaissance  de  quelques-uns 
des  termes  de  cette  suite  ne  l'acililc  en  aucune  façon  le  calcul  des 
autres  termes. 

2.   En  posant 

f{x)=  Ao.r'"-^  A,.r'«-»-Ha2jr'"-*-4-.. . -+-A,;i_i  j- -h  A,;,, 

('  )  L'article  dc-^  Cont/Ucs  rendus  se  compose  des  n"'  5,  7,  Uel  10  du  présent  Mé- 
moire. K.  R. 


\ 
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je  considérerai  la  suite  des  polynômes 


fx{x)  =  Ao  c'«-» -+-  A,a:'"-« ~h. .  .H-  A,„_i, 
/(x)=  AoJ^'"-+- AiJ7"»-i-. .  .-h  A,rt_ia7  -t-  A,||, 

dont  le  dernier  est  précisément  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée. 

Les  valeurs  que  prennent  ces  polynômes  pour  une  valeur  don- 
née de  la  variable  égale  à  «  se  calculent  aisément  par  voie  récur- 
rente; on  a,  en  effet,  la  relation  bien  connue 

//(«)  =  a//_Hi («)-+- A;»-/, 
et  les  quantités 

//«(«)»    fm-\{a),     ...,    /i(a),    /(a) 

se  rencontrent  d'elles-mêmes  quand  on  veut  obtenir  le  résultat  de 
la  substitution  de  a  dansy(j:). 

Cela  posé,  si  un  nombre  positif  a  rend  positif  s  tous  les  poly- 
nômes  de  la  suite  (3),  ce  nombre  est  une  limite  supérieure  des 
racines  de  l'équation  f{x)^=  o. 

On  a,  en  effet,  identiquement, 

/(a:)  =  (a:  — a)[/,„(a)a7''*-»-h/,„-,(a)a7"«-»-h...4-/i(a)]4-/(a), 

et  il  est  bien  clair  que,  sous  les  conditions  énoncées  ci-dessus,  le 
polynôme  y( a:)  a  une  valeur  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  a\  on  peut  même  ajouter  que,  pour  ces  valeurs, 
/{x)  va  toujours  en  croissant  avec  x^  d'où  il  résulte  que  a  est  une 
limite  supérieure  des  racines  de  l'équation  f(^x)=  o  et  de  l'équa- 
tion/'(^)=:  o. 

3.  Pour  trouver  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équa- 
tion (i),  on  essayera  donc  d'abord  la  racine  a  de  l'équation 

/*/«-!  (vr)=  Ao^H- A,  =  o. 
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/ 


et  l'on  calculera  de  proche  en  proche  les  diverses  expressions 

///i-t(3t),      //w-3(«)i        •  •  •  > 

ce  sont,  du  reste,  les  nombres  que  l'on  a  à  calculer  quand  on  veut 
trouver  la  valeur  dey(a). 

Si  tous  ces  nombres  sont  positifs,  a  est  une  limite  des  racines 
de  l'équation  proposée;  sinon,  on  essayera  le  nombre  entier  con- 
sécutif et  l'on  poursuivra  les  opérations  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  nombre  ^  tel  que  tous  les  nombres  intermédiaires  qui  se  pré- 
sentent dans  le  calcul  de  /(?)  soient  tous  positifs. 

4.  Comme  application,  considérons  l'équation 

y(x)  =  x^ —  ioj:* —  32x'-+-  ';x^ —  5oox  —  120  =  o, 

à  laquelle  est  appliquée  la  méthode  de  Newton  dans  V Algèbre  de 
M.  Briot  (  «  ). 

En  cherchant  le  résultat  de  la  substitution  de  10  dans /(or),  on 
rencontre  le  nombre  suivant 

—  32; 

10  est  donc  trop  faible. 
En  substituant  11,  on  obtient  les  nombres 

-4-1,    -hi,    —21; 

ce  dernier  nombre  étant  négatif,  1 1  est  trop  faible. 
En  substituant  12,  on  obtient  les  nombres 

H-i,     -h  2,     —8; 

I  a  est  donc  trop  faible. 
En  substituant  i3^  on  obtient  les  nombres 

-T-i,     -^3,     -»- 7.     iiK3  — 5oo,     i3(ii83  —  5oo) — 120; 

tous  ces  nombres  étant  positifs,  on  en  conclut  que  i3  est  une  li- 
mite supérieure  des  racines  de  Téqualion  proposée.  C'est  précisé- 
ment la  limite  entière  à  la(|uelle  conduit  Tapplication  de  la  mé- 
thode de  Newton. 


(•)  Leçons  d'Aliiî'brc,  ^'  tililiun.  p.  *.\^. 
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H. 

5.  Les  signes  des  termes  de  la  suite  (3),  dont  les  valeurs  se 
présentent  d'elles-mêmes  quand  on  calcule  la  valeur  numérique 
de  /"(«),  peuvent  servir  à  déterminer  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  racines  de  l'équation,  supérieures  au  nombre  a,  ce 
nombre  étant  d'ailleurs  supposé  positif. 

On  a,  en  effet,  la  proposition  suivante  : 

Si  a  est  un  nombre  positifs  le  nombre  des  variations  de  la 
suite  (3)  est  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de  r équa- 
tion (i)  qui  sont  supérieures  à  ût,  et,  s'il  est  plus  grand,  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  est  un  nombre  pair. 

m 

Pour  la  démontrer,  je  considère  l'identité 

/^  =/,„(«)ar'"-«-^/,„-,(«)T'«-«  +  . . .+/,(«)-!-  /(^; 

pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a,  le  second  membre  est  dé- 
veloppable  en  une  série  convergente  procédant  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x,  et  l'on  a 

X  —  a 

(4) 


'*     ^      '  X  X^  37* 


Comme  je  l'ai  démontré  dans  une  Note  antérieure,  Sur  la  règle 
des  signes  de  Descartes  (*),  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion (i)  qui  sont  supérieures  à  a  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variations  de  la  série  qui  compose  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (4).  Ce  nombre  est  d'ailleurs  le  même  que  le  nombre  des  va- 
riations de  la  suite  (3);  la  proposition  est  donc  démontrée. 

6.  Comme  application,  je  considérerai  l'équation 
(5)  a?* — Sx^-ha;' — Sa?  —  lo  =  o, 

étudiée  par  Briot  dans  ses  Leçons  d'Algèbre  (p.  Sati). 

(M  Page  3. 
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En  calculant  successivement  le  résultat  de  la  substitution  dans 
le  premier  membre  de  Téquation  (1)  des  nombres  o,  i,  a  et  3,  on 
forme  le  Tableau*  suivant  : 

X'         /,(^)-        lA^)'       M^)'  M^)'  /(^)- 

o  -4-1  — 3  -+-I  —   8  —   10  • 

-i-i  -4-1  —  2  —    I  —   9  —    19 

-^'?.  -hi  -+- 1  -+-3  —   2  —  i4 

•'*  -Hl  -+-6  -*- 19  -+-49  -4-137 


Tous  les  nombres  relatifs  à  -H  3  étant  positifs,  on  en  conclut 
d^abord  que  H- 3  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  Téqua- 
tion  (5);  c^est  le  résultat  auquel  arrive  Briot  en  groupant  les 
termes  du  premier  membre  de  Téquation  de  la  façon  suivante  : 

(X*—  Sx* —  Hx—  I0)-f-  JT». 

De  plus,  les  nombres  relatifs  à  +  2  présentant  une  seule  varia- 
tion, on  est  certain  qu'il  y  a  une  racine  entre  +  2  et  +  3,  et  qu'il 
nV  en  a  qu'une;  Briot  arrive  aussi  à  cette  conclusion  en  étudiant 
la  dérivée  de  Téquation  proposée. 

D'ailleurs,  les  nombres  relatifs  à  -H  1  ne  présentant  non  plus 
qu'une  seule  variation,  on  en  conclut  qu'il  n'y  a  aucune  racine 
entre  4-1  et  -4-  2  ;  et,  comme  il  est  évident  que,  quand  x  varie 
entre  o  et  -4-  1 ,  le  premier  membre  de  Féquation  (5)  demeure  né- 
gatif, on  voit  que  cette  équation  a  une  seule  racine  positive  com- 
prise entre  2  et  4-  3. 

III. 

7.  Des  considérations  semblables  permettent  de  déterminer  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  racines  comprises  entre  deux 
nombres />05//i/5  a  et  A. 

Soit,  en  eflel,  Téqualion 

Supposons  a<^b  et  effectuons  la  division  dey(jr)  par  le  tri- 
nome  (x  —  o^{j^  —  A)*,  on  désignant  par  M.r -h  N  le  reste  de  la 
division,  nous  obtiendrons  un  résultat  delà  forme  suivante  : 

f\.r\                                           Mx-^\ 
= 7-  --   -J(X)—  : —  . 
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Mêlions  la  fraclion -, t\  î>ous  la  forme 

(jr  —  a)(j7—  b) 

A  B 

1 -, 

X  —  a       X  —  b 


où,  comme  il  esl  facile  de  le  voir, 

A=_/(£l         et  B  =  /!il: 

b  —  a  0  —  a 

la  relation  prc^cédentc  devient 

/(^)  /    X  .       A       .        B 


( 


!^- — -  =  0(37)  H 1 Y 

X  —  a){x  —  b)       *  X  —  a       x  —  b 


,    .       A      I  B      I 


X  a       b  X 

X  b 


Pour  loules  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  la  fraclion 
esl  développable  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 


a 
I 

X 


et  la  fraction suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Si  l'on 


X 

'-6 


effectue  ces  deux  développements,  le  nombre  des  racines  de  Té- 
quation  (i)  comprises  entre  a  et  6  est,  comme  je  l'ai  montré 
dans  ma  Note  déjà  citée,  au  plus  égal  au  nombre  des  variations 
présentées  par  la  série  ainsi  obtenue;  on  peut  d'ailleurs  remar- 
quer que  tou^  les  termes  dans  lesquels  j?  a  un  exposant  négatif 

ont  le  même  signe  que  —  >  et  que  tous  les  termes  dans  lesquels  x  a 

un  exposant  supérieur  à  (m  —  i)  ont  le  même  signe  que  —  B. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  a  et  b  deux  nombres  posttifs  dont  le  plus 
grand  soit  6,  effectuons  la  division  de  f{x)  par  {x  —  a){x  —  b)\ 
soient  ^{x)  le  polynôme  du  degré  {m  —  '.>.)  qui  constitue  la  par- 
tie entière  du  quotient,  e^  M  x  +  N  le  reste  de  la  division.  Dé- 
composons la  fraction 

Mar-^N 

{x  —  a){x  —  b) 
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en  rléments  simples^  en  sorte  que  l'on  ait 


(x  —  a){x  —  b)      X  —  a       x  —  b 
Soit  ^(^x)  V ensemble  des  termes  dont  le  degré  est  inférieur 

D 

à  m  dans  le  dé\eloppemenl  de  _  ,  suii'ant  les  puissances  crois- 
santes de  X, 

Cela  posé,  si  l'on  ordonne  suii'ant  les  puissances  décroissantes 
de  X  le  polynôme 

o(j-)-+-->(ar) 

A 

et  si  l'on  ajoute  à  la  suite  de  ce  polynôme  le  terme  — ,  le  nombre 

des  i^ariations  que  présente  la  suite  ainsi  obtenue  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  qui  sont  comprises 
entre  a  et  fr,  et,  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  ils  di/- 
fèrcnt  d'un  nombre  pair, 

7.  L'application  de  la  proposition  précédente,  qui  n^exige  guère 
c|ue  la  division  dey(j:-)  par  (.r  —  «)(j'  —  b)y  me  paraît  devoir 
être  plus  facile  que  celle  de  la  méthode  due  à  Budan  et  à  Fourier, 
laquelle  exige  le  calcul  pénible  des  nombres 

fya\     f'(a),     fia). 
et 

t\b\   f\bK   r^b-^ 

Comme  application,  je  considérerai  Téquation 

f\x  t—  X* —  3j^ —  X*—  Sx—  lO  =  o, 
que  j*ai  déjà  traitée  plus  haut. 

Pour  a\oir  une  limite  du  nombre  des  racines  comprises  entre 
—  i  et  —  >,  je  di\ise/<  .r"^  par  ,r- —  x>.r  —  ». 
i>n  a 

-V:'—    -x:-ixt-.x-:--^"-^^ 


X*—  3x—  ^  ~         •-        .         _.       ^ 


:^  -.      -*-  .>  X*  —  ■    j  X  —        — 


x= —  >x —  a 
M)  I  i 


X —  1 


l"  u  dexelopp^nt  -  -  ^    '  -^  >uî\aut  les  puissances  crxiissanles  de  x. 
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l'ensemble  des  termes  du  quatrième  degré  dans  le  développement  est 

7J7      73"'       737'      7j:* 


7-*- »-  -7       •      .r  Q 

2  A  16  Sa 


Si  nous  considérons  maintenant  la  suite  des  termes  de  l'expression 


fa^-^(f6-^'y-^(4^')"'-^G-^0 


2r-+-l4  H — ^> 


comme  elle  ne  présente  aucune  variation,  nous  en  concluons  que 
l'équation  proposée  ne  renferme  aucune  racine  entre  +  i  et  -|-  a. 

8.  J'ajouterai  encore,  pour  éclaircir  ce  qui  précède,  une  se- 
conde application. 
Soit  l'équation 

qui  a  été  considérée  par  M.  J.  Petersen  dans  sa  Théorie  des 
équations  algébriques  (*). 

En  substituant  successivement  o  et  -|-  1  dans  le  polynôme /(t) 
et  dans  ses  dérivées,  on  déduit  du  théorème  de  Budan  que  l'équa- 
tion proposée  n'a  aucune  racine  comprise  entre  les  limites  consi- 
dérées ou  qu'elle  en  a  deux,  et  l'on  peut  trancher  la  difficulté  en 
substituant,  comme  le  fait  M.  Petersen,  un  nombre  intermédiaire 
et  en  mettant  en  usage  une  règle  due  à  Fonrier. 

Appliquons  la  méthode  exposée  ci-dessus  et  efTectuons  la  divi- 
sion du  polynôme 

par  x'^ —  x\  on  trouve  aisément 

x^ —  5a:* —  i6ic'-»-  laa:' —  \)X —  > 

=  (j7'—  4^' —  20X —  8)(ic'—  X)—  173*  —  :>, 
d'où 

X* —  5a?* —  i(>ar^  h-  I2X* —  \)x  —  5 


x^ —  X 


==  a:'  —  .1  a:'  —  20a:'  —  8 


iTJ'-hS 


x^ — X 


=  37*  —  4^*  —  10  X  —  8 '■ h  -  : 

X  —  I       a" 


(»)  Théorie  der  al gebraischen  Gleichungen^  p.  -.w?.. 
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ce  qui  donne,  en  développant  — '-'—  suivant  les  puissances  crois- 

santés  de  x  et  en  ne  retenant  du  développement  que  les  termes 
d'un  degré  inférieure  celui  de  x*, 

X^ —  Ax^ —  'iOX  —  8  -H  a?-  -h  OiO.X  ■+-  •>.9.X^  -+■  9.'>.a^-4-  IHX*- i 

X 

ou,  en  ordonnant, 

•rxx^  H-  v.'ix'  H-  i8  jr»  -r-  7.a:  -h  i4  -^ • 

X 

Cette  suite  ne  présentant  aucune  variation,  nous  en  conclurons 
que  Téquation  proposée  n'a  aucune  racine  comprise  entre  o  et  -h  i  ; 
c'est  le  résultat  auquel  conduit  l'application  de  la  rèffle  de  Fourier. 

IV. 

9.  Il  y  aura  souvent  lieu  de  faire  simultanément  usage  du  théo- 
rème de  Budan  et  du  procédé  de  la  division.  Il  est  facile,  du  reste, 
d'imaginer  des  cas  très  étendus  où  ce  procédé  est  plus  avantageux 
que  l'emploi  du  théorème  de  Budan. 

Pour  en  donner  un  exemple,  j'énoncerai  d'abord,  sous  la  forme 
suivante,  la  proposition  que  j'ai  démontrée  plus  haut  : 

En  désignant  par  a  et  b  deux  nombres  positifs,  soit 

la  partie  entière  du  quotient  du  polynôme  /(x)  par 
(x  —  ^)(j^  —  é)î  €t  considérons  la  suite 

'/(^^— ^"'"H^  — «^C,„_j.    J\b)\ 

le  nombre  des  racines  de  r équation 

j\.r)=o 

qui  sont  comprises  entre  a  et  b  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variations  des  termes  de  cette  suite,  et,  si  ces  deux  nombres 
sont  dijférents,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 
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10.   Cela  posé,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  polynôme  entier  f{x)j  déterminer  deux  li- 
mites entre  lesquelles  demeure  comprise  la  valeur  de  ce  poly- 
nôme, lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  les 
deux  nombres  positifs  a  et  b. 

Il  est  clair  que  ce  problème  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Trouver  deux  nombres  ^  et  ^  tels  que,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  \  inférieures  à  t.  et  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  va- 
riable supérieures  à  jî,  Inéquation 

/(x)-  X  =o 

n'ait  pas  de  racine  réelle  comprise  entre  a  et  b. 

L'emploi  [du  théorème  de  Budan  ne  peut,  en  général,  être 
d'aucun  secours  pour  la  détermination  de  ces  nombres;  car,  si 
l'on  considère  les  deux  suites 

/(«)-X,    /'(a),    /"(a),     ... 
et 

/(^)->,    /'(^),    /'(^),     .... 

on  voit  que,  quand  l'ensemble  des  termes /'(a), /''(a),  ...  et 
l'ensemble  des  termes  y (6),  f"(b)^  ...  ne  présentent  pas  le 
même  nombre  de  variations,  il  est  impossible  de  déterminer  )»  de 
telle  sorte  que  les  deux  suites  précédentes  olï'rent  le  même  nombre 
de  variations  :  ce  qui  serait  nécessaire  pour  pouvoir  conclure  du 
théorème  de  Budan  que  l'équation /(j;)  —  X  =  o  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  comprise  dans  l'intervalle  considéré. 

J'emploierai  ici  la  méthode  de  la  division,  et,  en  désignant 
comme  ci-dessus  par 

la  partie  entière  du  quotient  de  f(x)  par  (.r  —  a)(x  —  b),  je  re- 
marque d'abord  que  ce  polynôme  est  aussi  la  partie  entière  du 
quotient  def{x)  —  X  par  (x  —  a){x  —  6). 
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La  suite  que  nous  avons  à  considérer  devient  ainsi 

(6)  |/(6)-X-^»«(6-a)Gi,     ..., 

Désignons  respectivement  par  a  et  par  p  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  des  termes  de  la  suite  (5);  si  Ton  donne  à^  une  valeur 
quelconque  inférieure  à  a,  tous  les  termes  de  la  suite  (6)  sont  po- 
sitifs, d*oii  il  résulte  que  l'équation /(j:) — ).  =  o  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  comprise  entre  a  el  b  lorsque  X  est  plus  petit  que  a. 
On  prouverait  de  même  que  cette  équation  n'a  aucune  racine  réelle 
comprise  entre  ces  limites  lorsque  X  est  plus  grand  que  p. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

La  valeur  que  prend  le  polynôme  /(x)^  quand  x  varie  de- 
puis a  jusqu'à  6,  demeure  toujours  comprise  entre  les  nombres 

aet  p. 

V. 

11.  J'ai  démontré  précédemment  qu'étant  donnée  une  eiLpres- 
sion  entière 

où  les  termes  sont  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  Xj  si  l'on  forme  les  polynômes 

4>o(^)  =  Aoa:'", 
^i(x)  =  Ao^'^-h  Bj:'», 


le  nombre  des  racines  de  réquation/(x)=:  o  qui  sont  supérieures 
au  nombre  positif  a  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  que 
présentent  les  termes  de  la  suite 

4>o(a)»     *i(aX     *i(a),     

La  démonstration  supposait  évidemment  que  les  exposants 
nij  n^  Pj  ...  étaient  des  nombres  entiers  et  positifs;  mais  il  est 
facile  de  voir  que  cette  restriction  est  inutile. 
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En  premier  lieu,  si  qiielqnes-uns  étaient  négatifs,  en  multipliant 
f{x)  par  une  puissance  de  ^convenablement  choisie  (ce qui  n'al- 
térerait pas  le  nombre  des  racines  positives  de  Téqualion),  on 
pourrait  rendre  tous  ces  exposants  positifs. 

En  second  lieu,  si  quelques-uns  des  nombres  m, /7, />,  ••• 
étaient  fractionnaires,  on  pourrait  les  rendre  entiers  en  changeant 
X  en  x^^  ci>  étant  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénomina- 
teurs des  nombres  m^  n,  p^  •  •  • .  Par  un  raisonnement  connu,  on 
en  déduit  que  la  proposition  subsiste  encore  lorsque  les  expo- 
sants sont  incommensurables. 

Rien  n'empêche  même  de  supposer  que  le  nombre  des  termes 
de  la  fonction  y*(j:)  soit  illimité,  pourvu  que  la  série  composée  de 
ces  termes  soit  convergente  pour  or  =  a. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  l'expression 

/{x)=  Xx^-h  Bar" H-  CxP-^,.., 

où  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  sauvant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x  et  convergente  pour  x  =  a,  le  nombre 
des  racines  positives  de  V équation 

/"(^)=o 

qui  sont  supérieures  au  nombre  positif  a  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la  suite 

*o(a),     *i(a),     *i(a),     ..., 

ety  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence  est  un 
nombre  pair. 

Le  nombre  de  ces  variations-  sera  du  reste  évidemment  fini,  si 
la  série  tend,  pour  :r  =  a,  vers  une  limite  différente  de  zéro, 
puisque,  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  w,  les  termes 

doivent  avoir  le  même  signe  que /(a). 
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12.  Semblablemenl,  élanl  donnée  une  expression 

f{x)=  A  H-  Bj:'"  -r  Cj;«-i-  Dx/'-r-..., 

oii  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  (les  exposants  m,  /î,  />,  ...  pouvant  être 
d^ailleurs  entiers,  fractionnaires  ou  irrationnels)  et  convergente 
pour  une  valeur  positive  de  x  égale  à  a,  formons  la  suite  des  po- 
Ivnômes 

'ï>o(x)  =  A,         4>,(j-)=  A -T-Bx"»,         4»j(x)=  A -r-B3:«-^Car«,     

Cela  posé,  le  nombre  des  racines  positives  de  l* équation  f{x)=i  o 
qui  sont  inférieures  à  a  est  au  plus  égal  au  nombre  des  varia- 
tions que  présentent  les  termes  de  la  suite 

*o(a),     *i(a),     *i(«)r     -..t 

et  y  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence  est  un 
nombre  pair. 

M. 

13.  Je  donnerai  encore,  en  terminant,  une  application  de  la 
règle  des  signes  de  Descartes  aux  équations  que  l'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  les  dénominateurs  des  réduites  de  la  fonction  e^. 

On  appelle,  comme  on  le  sait,  réduite  de  rang  n  de  la  fonction 
e^  une  fraction 

dont  les  doux  termes  sont  des  polynômes  de  degré  n,  tels  que  le 
développement  de  celle  fraction  suivant  les  puissances  croissantes 
de  »r  coïncide,  jusqu'au  tt^rme  du  degré  2W  inclusivement,  avec  le 
développement  de  t*^  (*);  on  peut  poser,  par  conséquent. 

Il  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  .r  et  commen<;anl  par  un  terme  do  Tordre  dcr*-""*"*. 


(M  Sur  oos  roduilOîi.  i>«)i/-  nt>tanunont  lo  Mcinoirt^  *lo  M.  Hermite  Sur  ta  fonc- 
tion r'x/Hin^ntiirtic.  p.  i> 
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On  a  d'ailleurs 

F(a7)=d?'»—  n(n  -h  i)x"-^-'. (n  h-  i)(n  -i--2).r«-«  — . ... 

I .  •>. 

en  sorte  que  le  polynôme  F(a;)  ne  présente  que  des  variations;  par 

suite,  Téquation 

F(j')=o 

ne  peut  avoir  que  des  racines  positives. 

Le  polynôme  ^(x),  étant  égal  à  F( — j:)y  ne  présente  que  des 
permanences.  J'observe  maintenant  que  la  série  R  satisfait  à  l'é- 
quation difierentielle 

d*  y  cIy 

X  -7^  —  (  j?  -T-  •>.  /i  )  -j — \-  ny  =  o. 
dx^      ^  '  dx        -^ 

m 

Celte  série  est  de  la  forme 

V  \      .-/n 
^i\fflX   ', 

où  m  doit  prendre  toutes  valeurs  entières  depuis  a/i  -f- 1  jusqu'à 
l'infîni.  En  substituant  cette  expression  dans  l'équation  différen- 
tielle, on  voit  aisément  que  l'on  a  identiquement 

S/n(/7ï  —  i)X„tX^-^'-  SmA,„(.r'«-»-  9./ï.r«»-»)-i-  nl\,„xf"=  o, 
d'où  la  relation  suivante  : 

La  fraction 

m  —  n 


(ni  — 'j.n  ){ni  -»-  i) 


étant  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à  2/1,  on 
en  conclut  que  tous  les  termes  de  la  série  R  ont  le  même  signe. 

Par  suite,  le  polynôme  ^P(j:)  et  la  série  R  n'ayant  que  des  per- 
manences, on  voit  que  le  développement  de  e-^F^x)  présente  au 
plus  une  seule  variation  ;  l'équation 

c-^  F(x)=  o, 
qui  a  1rs  mêmes  racines  que  l'équation  F(r)=o  ri  dont  le  dé- 
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veloppement  est  d'ailleurs  convergent  pour  toutes  Tes  valeurs  de 
la  variable,  a  donc,  en  vertu  de  la  règle  des  signes  de  Descartes, 
une  racine  positive  au  plus;  Téquation  F(j:)=  o  ne  peut  avoir  du 
reste  que  des  racines  positives. 
D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  le  nombre  n  est  pair,  Véquation  F( x)  =  o  a  toutes  ses  ra^ 
ci  nés  imaginaires. 

Si  ce  nombre  est  impair,  elle  a  une  seule  racine  réelle (*). 


{*)  Quelques  parties,  d'ailleurs  peu  étendues  (p.  75,  76  et  83),  du  présent  tra- 
vail se  trnuventy  au  fond,  dans  le  Mémoire  placé  en  tète  de  ce  Volume;  nous 
avons  cru  cependant  devoir  les  conserver,  pour  ne  pas  rompre  la  suite  des  idées. 
Nous  estimons,  en  cflTct,  qu'il  faut  avant  tout  conserver  le  caractère  de  l'œuvre, 
même  au  prix  de  quelques  redites.  E.  R. 


SUR    UNE 

MÉTHODE  POUR  OBTENIR  PAR  APPROXIMATION 


LES 


RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

QUI  A  TOUTES  SES  RACINES  RÉELLES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XIX;  1880. 


I. 

1.  Quand  on  a  une  valeur  suffisamment  approchée  d'une  racine 
d'une  équation,  la  méthode  d'approximation  de  Newton  et  la  mé- 
thode des  parties  proportionnelles  fournissent  toutes  les  deux 
des  moyens  commodes  et  rapides  d'approcher  indéfiniment  de 
cette  racine.  La  principale  difficulté  consiste  à  ohlenir  celte  .pre- 
mière valeur  approchée  que  Ton  doit  prendre  comme  point  de 
départ. 

Je  ne  crois  pas  que,  si  Ton  considère  la  question  dans  toute  sa 
généralité,  il  y  ait  beaucoup  à  ajouter  à  ce  que  Ton  sait  déjà  ;  il  me 
semble  que  le  problème  doit  être  posé  différemment  et  de  la  façon 
suivante  : 

Une  équation  étant  donnée  {ou,  si  Von  veut,  un  type  d'é- 
quations étant  donné)^  trouver  une  méthode  qui  conduise  de  la 
façon  la  plus  sûre  et  la  plus  rapide  aux  valeurs  approchées 
de  ses  racines. 

La  Note  qui  suit  a  pour  objet  de  donner  une  solution  de  ce  pro- 
blème dans  le  cas  où  Téquation  proposée  est  algébrique  et  a 
toutes  ses  racines  réelles.  Les  équations  de  ce  genre  se  présentent 
du  reste,  comme  on  le  sait,  très  fréquemment  dans  un  grand 
nombre  de  questions  importantes  de  l'Analyse. 


11. 

M     Si  Ml 

MMi'  i^i|M«tliMh  i<l^(^liri(|iir  tlii  (It'^n^  /i,  ri  a,  ^,  y>  *  *  *  ses diflere nies 
hh  IIM>«;  «Ml  u  riilrnlih^ 

.  /  M^  I  I  I 

.i\  *  \        ♦       4       .#'      p      '•'    ■  T 

^1    «    «'«I   MMO  \iiloMr  ^MlVi'itinuuenl  <ipprt>ohêo  lio  la  racine  x,  la 
\|^i«M^mo  ^|Mi  li^mv  *tMw  lo  Mvoiul  niombrt*  de  celle  rclalion 

N^^sl  \(vii  N^U'uv^  U\v*MVNmjv  jvUix  |\eùlo>:  ou  jiwra  doue  sensiblemenl 


V,S»        »»       .i,\4l»*iL      4»»v  .  .tXjj^UuiU       »H%.        tiLMt^'      |t|«.M.«fiflCUtf      Itf         *»I1iai — 


»\   ««  ,        \«      \ 
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l'on  représente  par  un  point  M  une  valeur  arbitraire  attribuée  à  x 

ot  si  l'on  porte  de  part  et  d'autre  du  point  M  une  longueur  égale 

»?n  valeur  absolue  à 

/ 

aucune  racine  de  Téquation  (i)  ne  peut  se  trouver  en  Ire  les  extré- 
rnîlés  N  cl  N'  des  segments  ainsi  déterminés,  en  sorte  que  les  ra- 
<:ines  de  celle  équation  seront  ou  su]>érieures  au  nombre  déter- 
miné par  le  point  K'  ou  inférieures  au  nombre  déterminé  par  le 
point  N. 

3.  Celle  propriété  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  d'une 
proprîélê  plus  générale  et  renfermant  une  constante  arbitraire. 

Toutes  les  fois,  en  efibl,  qu'une  proposition  relative  à  des  poly- 
nômes enliers  ne  comprend  pas  uni(|uement  dans  son  énoncé  des 
covarianls  ^simples  ou  multiples  de  ces  polynômes),  elle  est  un 
cas  particulier  d'une  proposition  plus  générale,  dans  Ténoncé  de 
laquelle  n'entrent  que  des  covariants,  et  cette  proposition  plus  gé- 
nérale peut  se  déduire  immédiatement  de  la  proposition  particu- 
lière dont  je  viens  de  parler  (*). 

C'est  ce  que  je  pourrais  faire  ici;  mais,  pour  être  mieux  com- 
pris dans  un  premier  exemple,  je  suivrai  une  autre  marche  et  par- 
tirai do  ridentité  suivante,  où  Ç  désigne  une  quantité  arbitraire  el 
où  le  signe  -  s'étend  à  loutes  les  racines  de  l'équation  (i)  ; 

t 

/"-  —  ff  /■' 

-  /»/'  +  a(;-.r)//'-4-(;-.r )'(/''-//•") 
_  l"/-^a- ■'•)/' l^+(; - r)M( 'I  - 1)/-—  !>//'] 


■  Cci-1  de  la  niôiiie  faroii  (|uVri  (iroinélric  loul  llii'orôine  dans  lequel  lu 
•iMiiit  J;  i'inlini  ou  los  oinhilirs  <iu  plan  jou(;iil  un  rôle  particulier  est  un  rus 
fariicufjcr  'l'un  lliéorcine  plus  général  dans  lequel  les  ombilirs  sont  remplacés 
fwi*  QV.VX  p'.unts  «quelconques  du  plan.  Il  est  du  reste,  eiuninc  un  le  saiL,  très  fa- 

G* 
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Pour  transformer  celle  relation,  j'introduirai  la  fonction  y*(^,  y) 
liomojçùnc  des  deux  variables  x  cly^  qui  se  réduit  à  f{x)  quand 
on  y  {'A\iy  =  i  ;  en  supposant  donc  que  cette  variable  soit  toujours, 
dans  la  suite  des  calculs,  remplacée  par  Tunité,  j'aurai 

f(X)=-.f{X,Y) 

et,  en  verlu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

Le  polynôme  (/i  —  0/" —  ".//'  ^^  diffère  que  par  un  facteur 
purement  numérique  du  covarianl  dey"(j:,j')  que  Ton  désigne 
sous  le  nom  de  hessien  ;\e  le  représenterai  parla  lettre  H,  en  sorte 
que  la  relation  précédente  pourra  s'écrire 

4.  En  représentant  par  P  le  second  membre  de  cette  égalité 
(P  est  évidemment  toujours  positif,  et  il  en  est  de  même,  comme 
on  le  sait,  du  covarianl  H),  je  considère  les  deux  racines  X'  et  X" 
de  Téq nation 

que  Ton  peut  écrire 

Si,  dans  le  premier  membre  de  celte  équation,  on  remplace  X 
par  la  valeur  d'une  racine  quelconque  a  de  Téquation  (i),  on  ob- 
tient un  résultat  positif;  car,  en  vertu  de  Kidenlité  (3),  on  a  évi- 
demment 

On  conclut  de  là  que    toutes  les  racines  de  Téquation  (i)  sont 


rile  de  passer  du  thëorènie  particulier  au  ihtMirèinc  général:  j'ai  le  premier  résolu 
cette  question,  relativement  au\  relations  angulaires,  dans  ma  Mote  sur  la  théo- 
rie lies  /t\yers  \  .Vomellvs  Anntilvs  tic  .yfttthtmatiffttes.  p.  '>;  ;  i^î5  i. 


RACINES  d'une   ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  QUI  A  TOUTES  SES  RACINES  RÉELLES.     91 

comprises  dans  Tun  des  intervalles  compris  entre  les  nombres  X' 
etX''(«). 

Si,  au  contraire,  on  remplace  X  par  or,  on  obtient  un  résultat 
négatif,  d'où  Ton  voit  que  celui  des  deux  segments  déterminés  par 
les  points  X'  et  X"  qui  renferme  toutes  les  racines  est  celui  en  de- 
hors duquel  est  situé  le  point  x, 

5.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  et  ^  désignent  deux 
racines  consécutives  de  l'équation  (i)  («  étant  <^  P)  et  que  nous 
donnions  à  x  une  valeur  arbitraire  comprise  entre  ces  deux  ra- 
cines; désignons  par  X'  et  X"  les  deux  racines  de  l'équation  (4), 
X'  étant  la  plus  petite  des  racines. 

11  suit  de  ce  qui  précède  que  X'  et  X"  sont  situés,  quelle  que 
soit  la  quantité  Ç,  de  part  et  d'autre  du  point  x^  et  que  toutes  les 
racines  sont  ou  supérieures  à  X"  ou  inférieures  àX';  X' et  X" 
sont  donc  respectivement  des  valeurs  approximatives  des  racines 
a  et  p  plus  approchées  que  la  quantité  x  dont  on  est  parti. 

Plus  généralement,  on  peut  dire  que  : 

Si  Von  désigne  par  x  une  quantité  prise  arbitrairement 
dans  l'intervalle  compris  entre  deux  racines  consécutives  a  et 
p  de  l'tquation  (i),  et  par  X'  et  X"  les  deux  racines  de  V équa- 
tion (4)j  les  quantités 

a,     X',     X,     \\     p 

sont  placées  par  ordre  croissant  ou  décroissant  de  grandeur  (^) 
quelle  que  soit  la  quantité  $. 

« 

Eln  particulier,  si  l'on  suppose  ^  =  00,  Téquation  (4)  devient 

(x-xy-      p     ' 

et  Ton  retrouve  la  proposition  que  j*ai  démontrée  tout  d'abord  (n"2). 


(*)  On  peut  passer  de  la  valeur  \'  à  la  valeur  X**  sans  passer  par  rinfini,  ce 
qui  donne  un  premier  intervalle:  le  second  intervalle  comprend  la  valeur  infinie 
de  la  variable  ou,  si  Ton  veut,  le  point  situe  à  l'infini  sur  la  droite  dont  les  dif- 
férents points  représentent  les  valeurs  de  la  variable. 

(*)  Si,  en  particulier,  on  considère  la  plus  petite  racine  2  et  la  plus  grande  ra- 
cine ^  de  l'équation,  on  doit  les  regarder  comme  consécutives,  l'intervalle  qui  les 
sépare  comprenant  la  valeur  infinie  de  la  variable. 
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Pour  établir  la  proposilioii  générale,  il  suflît  même  de  la  suppo- 
ser démontrée  dans  ce  cas  particulier;  en  introduisant  en  effet, 
pour  riiomogénéité,  des  variables  Y  et  Tj  égales  à  l'unité,  l'équa- 
tion (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 


( 


;Y-Xr,y_(;/:,-4-r,/;.)'+(g^-r,:r)îH 


OÙ  l'on  voit  clairement  qu'elle  ne  renferme  que  des  covariants  de 
la  forme  f{x,y).  Si  donc  la  proposition  énoncée  est  vraie  pour 
une  valeur  particulière  de  Ç,  elle  est  vraie  (puisque,  pour  emprun- 
ter le  langage  de  la  Géométrie,  elle  est  projective)  pour  toute 
autre  valeur  de  la  même  variable. 

III. 

6.  Il  résulte  des  considérations  précédentes  que,  x  désignant 
une  quantité  prise  arbitrairement  entre  deux  racines  consécutives 
a  et  ^  de  Téquation  proposée,  on  peut  trouver  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  nombres  X'*et  \!'  jouissant  de  la  propriété  que  X'  soit 
compris  dans  l'intervalle  olx  et  X"  dans  Tintervalle  xp. 

Comme  on  peut  donner  à  ^  des  valeurs  arbitraires,  on  peut  re- 
chercher quelles  sont  les  valeurs  de  X'  et  de  X"  qui  se  rapproche- 
ront le  plus  de  a  et  de  ^,  et  il  suffit  évidemment  de  résoudre  la 
question  dans  le  cas  particulier  où  .r  =  ûo;  de  là  on  passera  sans 
difficulté  au  cas  général. 

En  posant 

-,  ,         ,       n{n  —  I  ) 

f(x)=  ajr"-{-  nhx"-^  -\ ex»-*-!-. . ., 

•^  1.2 

on  Irouve  aisément  que 

et  qu'en  faisant  a:  ==  oo  la  formule  (4)  devient 

it^Wi-  n(  ai  H-  ôy^  njn  -  i)(b^--  ac)  ^ 

■^       ^  ~  ~  a» 

d'où  Téquation  suivante,  qui  détermine  les  valeurs  de  X, 

(n  -  \)a^i^-\-  -lai nb  -r-  a\)i 

-+-  n^b^—  n(n  —  i)ac  —  a'\^=z  o. 
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Les  valeurs  extrêmes  de  X  s'obtiendront  en  exprimant  que  cette 
(équation  a  ses  racines  égales^  elles  seront  ainsi  déterminées  par  In 
relation 

{nb-ha\)-  —{n  —  i)( /i«^s— /i(/*  —  i  )ac  — a*X«]=  o, 

qui  peut  s'écrire,  toutes  réductions  faites, 

a* X' -+-  9. a/> X  -+- ( /i  —  i^ac  —  n{n  —  2 ) A'  =  o, 

d'où  Ton  déeluit 

—  ^  d-  (  /i  --  1  )  ^b*—  ac 
a 

et,  d'après  ce  que  j'ai  démontré  plus  haut,  l'une  de  ces  valeurs  est 
une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation  proposée,  l'autre 
en  est  une  limite  inférieure  {*). 

7.  Cette  proposition  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier 
d'une  proposition  plus  générale  relative  à  une  valeur  arbitraire 
de  Xy  le  cas  que  je  viens  de  considérer  correspondant  à  ^  =  00. 

(*)  Cette  propositioQ  peut  s'établir  directement  de  la  façon  suivante.  En  dési- 
gnant par  a,  6,  Y,  . . .  les  racines  de  l'équation  /(x)  =  o,  par  s^  ta  somme  de  ces 
racines  et  par  «,  la  somme  de  leurs  carrés,  on  a  évidemment 

X,{x  —  ay=  nx^^  9.S^X-hS^. 

En  désignant  par  a  Tune  quelconque  des  racines,  on  a  donc 

{x  —  3iy<nx'—  2s^x  -h  s^; 

d'où  Ton  voit  que  le  polynôme 

(/i  —  i)a7»-l-2(a  —  *,  )j;-|-J,—  a* 

a  toujours  une  valeur  positive.  Ses  facteurs  sont  donc  imaginaires,  et  Ton  a,  pour 
toute  racine  de  Téquation, 

(n  — !)(«,— a»)  — (a  — 5,)^>o; 
par  suite,  Téquation 

(/l  —  l)(5,—  X^)  —  {X  —  *,)»=  O 

détermine  deux  limites  des  racines  de  Téquation  (i). 
Elle  peut  s'écrire 

/l  X*  —  2  J,  J7 -t- 5  J  —  (  W  —  I  )  s,  =  o, 
OU 

a^x^-h2abx-h{n  —  i)'ac  —  n{n  —2)b^=  o 

^  .        ^  ..  ^         .  ,  .         nb       n-b^— n(n  —  i)ac 

en  remplaçant  respectivement  5,  et  s^  par  leurs  valeurs  —  et  * 


a  «' 


c'est,  sauf  la  notation,  Téquation  obtenue  plus  haut  par  une  vuic  dilTcrente. 

•6** 
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I^our  la  trouver,  je  metlrai  la  relation  précédente  sous  la  forme 
(0)  (/m\ -h /*/>)*—  /*«(/?  —  i)M^*— <Trc)=  o, 

et  je  considérerai  Péquation  suivante 

(r>)  (X/x+V;)'-(''-0(Xr-Y^)Mi  =o, 

qui  ne  renferme  que  des  covariants  dc/{x^  j'). 

Je  remarque  que,  quand  on  y  fail  x  =  oc,  elle  se  réduit  à  l'équa- 
tion (5);  sans  autre  démonstration,  on  peut  donc  en  conclure 
que  : 

Si  l'on  donne,  dans  réqualion  (6),  à  la  variable  x  une  va- 
leur comprise  entre  deux  racines  consécutives  ol  et  ^  de  l'équa- 
tion (i),  de  ses  deux  racines  X'  et  X",  l'une  est  comprise  entre 
OL  et  X  et  Vautre  entre  x  et  ^3. 

Ces  quantités  sont  d'ailleurs  y  de  toutes  celles  que  l'on  peut  y 
en  donnant  à  \  toutes  les  ^valeurs  possibles,  déduire  de  l'équa- 
tion (4),  celles  qui  approchent  le  plus  des  racines  ol  et  p. 

Pour  résoudre  Téquation  (G),  j'y  fais,  ()our  simplifier  récri- 
ture, Y  =  y  =  i .  cl,  après  l'avoir  écrite  de  la  façon  suivante 

j'extrais  la  racine  carrée  des  deux  membn^s. 
On  en  déduit 


) 


8.  La  formule  (|ui  |)récède  résout  complètement  la  question 
suivante  : 

Etant  donné  un  nombre  arbitraire  x^  déterminer,  sans  tâ- 
tonnement et  par  une  suite  d'opérations  réi^ulières,  des  'va- 
leurs de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  immédiatement 
supérieure  à  x  ou  de  la  racine  qui  lui  est  immédiatement  in- 
férieure. 

Si.  par  exemple .  on  voul  dctn miner  la  racine  immédiatement 
supérieure  à  j\  on  liivra  «li-  Ki  fnrnuilo  (  7  )  une  valeur  convenable 
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de  la  correction  X  —  j:,  en  prenant  le  radical  (qui  (léterrninc  le 
signe  du  second  membre)  avec  un  signe  contraire  à  celui  de  y*;  en 
partant  de  cette  nouvelle  valeur  ou,  pour  faciliter  les  substitutions, 
de  toute  autre  valeur  comprise  entre  x  et  X,  on  continuera  les 
opérations,  qui  permettront  ainsi  d'approcher  indéfiniment  de  la 
racine  cherchée. 

Quelle  que  soit  la  valeur  x  dont  on  parle,  cette  méthode  n'est 
jamais  en  défaut  comme  peut  Tétre  la  méthode  de  Newton,  et,  dans 
le  cas  où  la  méthode  de  Newton  peut  être  employée  avec  sûreté, 
elle  donne  toujours  une  approximation  plus  grande. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  nous  appliquions  la  mé- 
thode de  Newton  au  nombre  x  en  vue  d'obtenir  la  racine  immé- 
diatement supérieure;  la  correction  est  égale  à 

/' 

~7' 


quantité  positive,  et  l'on  diff"^  o. 
La  correction  proposée  est  égale  à 


nf 


-/'ii=v/(  71-  i)î/'2_  ni,n  -  I  )V/ 


OÙ  le  radical  doit  avoir  le  même  signe  que  y*. 

Or,  /f^  étant  positif,  il  est  clair  qu'en  valeur  absolue  le  dénomi- 
nateur est  plus  petit  que  /i/"';  la  correction  proposée  est  donc  su- 
périeure à  celle  qui  résulte  de  la  formule  de  Newton,  et,  comme 
elle  demeure  également  inférieure  à  l'excès  de  la  racine  cherchée 
sur  le  nombre  Xj  elle  est  plus  avantageuse. 


JV. 

9,   Pour  éclaircir,  par  quelques  exemples,  les  considérations 
qui  précèdent,  je  considère  d'abord  l'équation 

et  je  me  propose  de  calculer  la  racine  immédiatement  supérieure 


L'cquation  élanl  du  troisième  degré,  la  formule  de  corrcclion  esl 


X  -  X  3/ 

On  trouve  aiscmenl  les  valeurs  suivantes 


j  l'on  déduit 


=  o,655, 


cl  la  valeur  approchée  \  ^  2,655;  la  véritable  valeur  étant,  avec 
trois  décimales  exactes,  1,^6*^,  l'erreur  esl  plus  petite  que  j-- 

La  méthode  de  Newton  esl  ici  inapplicable  et  conduit  à  la  valeur 
î+S  =  3,î8.... 

10.  Je  considérerai  l'équation 


en  me  proposant  de  calculer  sa  plus  grande  racine. 

On  peut,  comme  jej'ai  montré  plus  haut  (n"  6),  prendre  pour 
limites  des  racines  les  quantités 

Dons  le  cas  actuel,  on  a  «  ^  3,  n  =  i ,  ft  =  o  et  c  =  —  i  ;  on 
en  déduit  les  deux  limites 

B  est  donc  inférieure  à 


I^a  plus  grande  r 


v/î= 


Pour  abréger  les  calculs,  je  substituerai  îmmédîatemenl  le 
nombre  3,o5;  si,  en  cfTet,  il  était  trop  faible,  la  suite  des  calculs 
l'indiquerait  en  amenant  une  correction  positive. 

On  a 

/=t>,oa262'i.        /'=ao,<)075,        /'=i8,3, 


M 
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d'où 

X  =  3,o5 ^i^5Z5Zl__  =  3^0489154..., 

20,9075  -+-  v/i745,65:î 

valeur  dont  les  cinq  premières  décimales  sont  exactes  et  qui  est 
approchée  par  excès. 

11.  Soit  encore  Téquation  X„=:  o  qui  définit  le  polynôme  de 
Legendre  du  degré  /i;  on  sait  que  les  racines  de  cette  équation 
sont  toutes  réelles  et  comprises  entre  —  i  et  -h  i . 

Proposons  de  trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus  grande 
racine  de  cette  équation;  en  la  désignant  par  a  et  en  prenant  -j-  i 
comme  point  de  départ,  on  trouve  aisément 

x„(.)=.,      x'M='^i^, 

/i(/i  — r)(/i  -+-r)(Ai-h'2), 
la  formule  (7)  donne 


L 


n{n-hï) _     /{n  —  ïyn^{n  h-  i)*      /i»(n  — i)*(/i  -hi)(n 

â         y  4  H 


2) 


OL  —  I  n 


/n-i— (/i  — 1)4/ — 


2 

d'où 

a  =  I  — 


La  quantité  a  est  approchée  par  excès.  Si,  comme  exemple, 
nous  faisons  /i  =  7,  il  vient 

a=i- !__  =  0,9496...; 

4  -H  0/7 

la  valeur  de  la  racine,  calculée  avec  quatre  décimales,  est,  d'après 
Gaass(»), 


t')  àfetkodus  nova  integralium  valores  per  approximationcni  inveniendi 
{(£uvru  de  Gauss,  t.  III,  p.  ujb). 

/ 


98  ALOÈDRE. 

Si  l'on  cmployail  la  correclion  de  Newton,  on  trouverait  pour  va 
leur  approchée 


ar^i-  ~  =  o,(/>i3...; 


on  voit  qu'elle  s'éloigne  notablement  de  la  véritable  valeur. 


V. 

12.  Un  autre  exemple  plus  intéressant  est  fourni  par  l'équation 
du  degré  n  qui  détermine  cos  —  • 

(iette  quantité  est  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

f{x)=  I {\  —  x)-\ î^ -' 7~(i  — Jr)« 

/l(/l  — l)(/l  —  ->.)    /l(/l-r-l)(/l-f-9.),^ 

1.7..5  1 . 3 .  > 

Clierchons-en  une  valeur  approchée  a,  en  prenant  l'unité  pour 

point  de  départ. 

On  a 

n2(//2— 1) 


La  formule  (7)  donne  donc 


i 


y    .     A    /        '  -.  //3{/l  —  l)*(nH-l) 


a  —  I  /f 


-[-(«-')/-'t-] 


et  enfin 


/n-(/i  — 1)4/  — j — 
On  ;i  donc  approximativement 


-  I 

00s —  --  I  — 


//  -|-(/l  — 1)4/ :^- 
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OU,  en  posant  t  =  -  > 

*  Il 

(  8  )  cos  —  =  I  —  


2  •  —       ^  /  .>    —   ^ 


■''-  v^ 


(X 


i3.   Cette  formule  approximative  n'est  justifiée  que  si  -  est  un 

nombre  entier  égal  ou  supérieur  à  2.  On  peut  cependant  l'em- 
ployer pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  -f- 1. 

Pour  donner  une  idée,de  l'approximation  qu'elle  comporte,  je 
transcris  ici,  pour  un  certain  nombre  d'arcs,  les  valeurs  des  cosi- 
nus correspondants  calculés  au  moyen  de  la  formule  (8),  et  en 
regard  leurs  véritables  valeurs.  Dans  celles  qui  sont  exprimées  en 
décimales,  les  quatre  premiers  chiffres  décimaux  sont  exacts. 

Valeur  du  cosinus  Valeur  exacte 

calculée  du 

Angles.  par  la  formule  (8).  cosinus. 

o 
o I  I 

18 o,9ji'2  o>95ii 

3o o ,  8665t  o ,  8660 

41 — ::. 

54 0,5878  0,5878 

'(W> i  l 

•1  2 

75 Oj'ijQi  o,si588 

90 o  O 

Jcf  ferai  remarquer  que,  quand  l'an^jle  est  compris  entre  o*"  et 
43"  ou  entre  60°  et  90",  la  valeur  calculée  est  supérieure  à  la  va- 
leur exacte;  elle  lui  est  inférieure  quand  l'angle  est  compris  entre 
45**  et  60*». 

Si  Ton  pose 

TZX  Vj7' 

COS =  I  — , 

2 


V 


:j 


la  fonction  V  diffère  très  peu  de  l'uriitc  quand  x  varie  de  o  à  -t-  i . 


H»0  AI.OKDRE. 


Elle  s'en  écarte  le  plus  pour  x  =  o;  on  a  alors,  comme  il  est  facile 
de  le  voir, 

V  =  r  =  1  ,00731  .... 

4v'6 

Ia)  maximum  de  Terreur  commise  en  emplo^'ant  la  formule  (8) 
esl  environ  o,ooo3. 

VI. 

H,  La  méthode  que  j'ai  exposée  ci-dessus  présente  des  avan- 
tages incontestables  sur  celle   de  Newton;   toutefois,  elle  exige 
l'extraction  d'une  racine  carrée  et  la  substitution  dans  le  polynôme 
f"{x)  de  la  valeur  approchée  de  la  racine. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  n'augmente  guère  les  calculs 
lorsque  Ton  peut  employer  les  logarithmes.  Quant  à  la  substitu- 
tion dans  la  dérivée  seconde,  il  est  facile,  dans  un  très  grand  nombre 
de  cas,  d'en  obtenir  le  résultat. 

Il  existe  en  effet  une  classe  nombreuse  d'équations,  ayant  toutes 
leurs  racines  réelles,  qui  jouent  un  rôle  important  en  Analyse  [à 
cette  classe  appartiennent  notamment  les  polynômes  de  Legendre, 
les  polynômes  définis  par  l'expression  cos  w(arccos  j:),  etc.]  et 
qui  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

En  premier  lieu,  en  désignant  par  V,,  le  polynôme  qui  forme 
le  premier  membre  d'une  de  ces  équations  et  par  n  son  degré,  V„ 
s'exprime  linéairement  en  fonction  de  V„_i  et  de  \ n-i' 

En  second  lieu,  V),  et  V][,  s'expriment  d'une  façon  1res  simple 
quand  on  connaît  V,,  et  V„_|. 

Pour  trouver  le  résultat  de  la  substitution  d'un  nombre  donné  a 
dans  V„,  on  calculera  successivement  et  par  voie  récurrente  le  ré- 
sultat (|u'on  obtient  en  effectuant  la  substitution  dans  Vq,  V|  , . . . , 
V;,_i,  V„:  cela  posé,  les  valeurs  de  V'^(a)  et  V][,(a)  s'en  déduisent 
presque  sans  calcul. 

VII. 

15.  J'ai  montré  précédemment  qu'on  pouvait  obtenir  une  infi- 
nité d'intervalles  ne  renfermant  aucune  racine  d'une  équation  don- 
née qui  a  loules  ses  racines  réelles. 
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On  peut  délerniiner  également  une  inflnilé  d'intrrvalles  renfer- 
mant au  moins  une  racine  d'une  telle  équation. 

Pour  abréger,  je  dirai  que  deux  nombres  A  et  A'  séparent  les 
racines  d'une  équation  lorsque  chacun  des  intervalles  compris 
entre  ces  nombres  renferme  au  moins  une  racine,  et  qu'ils  ne  les 
séparent  pas  lorsque  l'un  des  intervalles  renferme  toutes  les  ra- 
cines, tandis  que  l'autre  n'en  renferme  aucune. 

Cela  posé,  j'ai  donné  sans  démonstration  (*)  la  proposition  sui- 
vante : 

Si  l'on  désigne  par  x  une  quantité  réelle  arbitraire,  les 
nombres  \  et  \'  qui  satisfont  à  la  relation 

■ 

et  dont  l'un  est  arbitraire  y  séparent  les  racines  de  V  équation 

/(X)=o. 

Le  nombre  n  désigne  ici,  comme  ci-dessus,  le  degré  du  poly- 
nôme y(X). 

16.  Pour  démontrer  ce  théorème,  je  remarque  d'abord  que,  en 
désignant  par  y^  r\  et  t/  des  quantités  introduites  pour  rendre  les 
expressions  homogènes  et  dont  la  valeur  soit  égale  à  l'unité,  la  re- 
lation précédente  devient 

H  représentant,  comme  plus  haut,  le  covariant 

in^i)f't-nfr. 

La  relation,  sous  celte  nouvelle  forme,  ne  renfermant  que  des 
covariants  de/'(X,  Y),  la  propriété  énoncée  est  projective;  il  suf- 
fit donc,  pour  l'établir,  de  la  démontrer  pour  deux  valeurs  parli- 
culières  des  variables  indépendantes  x  et  l'. 

Je  supposerai  :r  =  oc  et  Ç'=  o. 


(*)  Sur  ta  résolution   des   équations  qui  ont   toutes  leurs  racines  réelles 
{Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXIX,  p.  99*)). 


loa  ALOKDRR. 

Alors,  si  l'on  fait 

l'équation  (9)  devient 

d'où 

cl  a 

et,  en  désignant  par  a,  p,  . . . ,  w  les  racines  de/=  o, 


5  = 


-+-  P  -h .  .  .  H-  (i> 


Il  faut  maintenant  prouver  qu'une  racine  au  moins  de  l'équalion 
est  comprise  entre  o  et  Ç  et  que  toutes  les  racines  ne  sont  pas  com- 
prises dans  cet  intervalle. 

Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  Ç  positif  et  je  distinguerai 
deux  cas  : 

1°  Si  toutes  les  racines  sont  positives,  Ç  est  une  valeur  moyenne 

entre  les  quantités 

a»        p»  tu» 

—  >      -f-y      •  •  •  >      —  » 
2         p  10 

c'est-à-dire 

a,     p,     ...,     co; 

il  en  résulte  qu'une  au  moins  de  ces  racines  est  comprise  entre  o 
et  Ç  et  une  au  moins  en  dehors  de  ces  limites. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

2®  Si  quelques  racines  sont  négatives,  soient 

a,     P,     ...,     A 

les  racines  positives  de  l'équation;  on  a  évidemment 

«>    a-hp-H...-hX  ' 


La  quantité  Ç  étant  supérieure  à  la  valeur  movenne  des  racines  po- 
sitives, Tune  au  moins  de  ces  racines  est  comprise  dans  l'inter- 
valle o,  Ç;  toutes  ces  racines  peuvent  même  y  être  comprises,  mais 
il  y  a  au  moins  une  racine  négative  en  dehors  de  cet  intervalle. 
La  proposition  subsiste  donc  encore  dans  ce  cas. 
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il,  II  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  les  quantités  Ç  et  ^  ne 
séparent  pas  les  racines  de  l'équation  /==  o,  Téquation  (9)  a  toutes 
ses  racines  imaginaires,  et  que,  si  elles  les  séparent,  celte  même 
équation  a  nécessairement  des  racines  réelles.  Mais  je  ne  m'éten- 
drai pas  davantage  sur  ce  sujet;  quant  aux  applications  que  Ton 
peut  faire  de  ce  qui  précède  à  la  résolution  par  approximation 
d'une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  je  renverrai  à  la 
Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  r Acadé- 
mie des  Sciences  et  que  j'ai  rappelée  plus  haut. 


SUR  L'APPROXIMATION 

DES 

FONCTIONS    CIRCULAIRES 

AU  MOYEN  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 

t.  XC;  1880. 


1.  Les  équations  dont  toutes  les  racines  sont  réelles  consti- 
tuent à  bien  des  égards,  dans  Tensemble  des  équations  algé- 
briques, une  classe  particulièrement  importante,  et  les  problèmes 
qui  s'y  rattachent  sont  souvent  susceptibles  de  solutions  simples 
auxquelles  échappent  les  cas  les  plus  généraux. 

Je  rappellerai,  par  exemple,  comment  le  théorème  de  Fourier 
suffit,  dans  ce  cas,  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  deux  nombres  donnés.  Des  faits  analogues  se  pré- 
sentent dans  la  recherche  de  la  valeur  approchée  des  racines,  et 
je  mentionnerai  notamment  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  f{x)=^  o  une  équation  dont  toutes  les  ra- 
ci  nés  sont  réelles  et  par  a  une  quantité  arbitraire^  les  deux  va- 
leurs de  X  déterminées  par  V équation 


__i_^  -/^(a)±v/(/i -!)«/«(  g)- /i(/i-i)/(a)/'-(a) 

sont  respectivement  comprises  entre  a  et  les  deux  racines  de 
r équation  proposée  qui  avoisinent  a. 

La  quantité  qui  figure  ici  sous  le  radical  est,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  le  hessien  du  polynôme /(j:)  et  a,  comme  on  le  sait, 
une  valeur  toujours  positive. 

De  là  résulte,  pour  les  racines  des  équations  qui  jouissent  de  la 
propriété  indiquée,  une  méthode  d^approximation  spéciale  qui 
permet,  avec  toute  sûreté  et  sans  discussion  préalable,  d'appro- 
cher indéfiniment  de  la  racine  immédiatement  supérieure  ou  im- 
médiatement inférieure  à  un  nombre  donné.  L'approximation  est 
notamment  plus  grande  que  celle  fournie  par  la  méthode  de  New- 
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lOD,  surtout  quand  les  racines  sont  resserrées  dans  un  intervalle 
assez  étroit. 

2.  Parmi  les  équations  qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles,  il 
convient  même  de  distinguer  celles  dont  le  premier  membre  est 
UD  polynôme  satisfaisant  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre, 
el,  pour  le  montrer  par  un  exemple,  je  considérerai  ceux  qui  ont 
été  étudiés  par  M.  Hermite  dans  sa  Note  Sur  un  nouveau  déve- 
loppement en  série  des  fonctions  (  Comptes  rendus  des  séances 
de  r Académie  des  Sciences,  8  février  1864). 

Soient  a  et  P  deux  racines  consécutives  de  l'équation  U„=  o; 
elles  comprennent  une  racine  \  de  l'équation  U„^i  =  o,  et  le  po- 
lynôme U/14.1  satisfait  à  Téquation 

De  la  proposition  que  j'ai  énoncée  plus  haut  on  déduit  aisé- 
ment, si  Ton  remarque  que  \5n  est  égal,  à  un  facteur  près,  à  U',,4.1, 


et 


/      //i-^i\U;^i(a)      . 


On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (1), 


ilem    résulte 


et  psi  r  suite 


a-h-^<X     et     p--L>X, 
yn  yn 


yn 


^«i  peut  ainsi,  sans  former  l'équation  aux  carrés  des  didé- 
rences  et  en  s'appuyant  seulement  sur  l'équation  différentielle  à 
laquelle  satisfait  U//^.! ,  trouver  une  limite  inférieure  de  la  diffé- 
rence entre  deux  racines  consécutives  de  l'équation  U«=  o. 

3-     Comme  deuxième  application,  je  considérerai  l'équation 

f{x)=:  I  —  cosa —  /a'(i  —  x) 
n(n~i)  /i(/i-hi) 


i  .À  1.3 


--{\  —  X}' 


i 


donl  la  plus  grande  racine  est  oos  -■  Celle  quanlilé  étant  voisine 
de  l'uDité,  je  partirai  de  la  valeur  initiale  +i;  on  trouve  aisé- 
ment 

/(i)=i-cosc,      /-(.)=«•,      /■(■)=  "'^"à"": 
d'où  la  valeur  approchée  suivante  : 


t)^/"'-- 


Cette  rormulc  donne  une  solution  d'un  problème  inlvrcssant  de 
Géoinélrie  élémenlaire  ;  Partager  approximativcinenl ,  tn-ec  tn 
règle  et  le  compas,  un  arc  donné  en  n  parités  égales. 

On  voit,  en  effet,  que  le  second  membre  ne  renferme  qu'un  ra- 
dical carré  et  d'autre  quantité  transcendante  que  cosa. 

Je  ferai,  en  particulier,  «=  ^  dans  ta  relation  précédente:  on 
en  déduit 


"-<«-V^^^^^ 


el  j'observe  que  cette  formule  approximative,  établie  pour  des 
valeurs  entières  de  n,  peut  être  évidemment  encore  employée 
(sauf  vérification)  pour  des  valeurs  quelconques  de  «  supérieures 
à  l'unité;  en  y  faisant,  par  esemple,  «  ^  |,  on  obtient  pour 
00550"=  sin4o"  la  valeur  rationnelle  ^,  ou,  en  décimales. 
0,642857....  La  véritable  valeur  étant  o,64a-S8....  l'erreur 
commise  est  plus  petite  que  0,00007. 

Le  calcul  précédent  détermine  approximativement  le  côté  de 
l'ennéagone  régulier  éloilé;  on  voil  qu'il  est  seDsii)lcmenl  égal 
aux  J-  du  rayon.  En  prenant  celte  valeur  dans  un  cercle  ayant  un 
rayon  de  i"",  l'erreur  commise  sur  la  longueur  du  côté  est  plus  pe- 
tite que  y  de  millimclre. 

4,  Je  ferai  encore,  dans  la  formule  (2),  a=  '-.  d'oi'i 


„+„-„)./=iiii_L' 


SUR  l'approximation  des  fonctions  circulaires.  lO-; 

1 
t.    en  posant  J7  = —> 

i>  COS—  =  1 -^. 

^+(^-1)^-3- 

Celte  formule  n'est  justifiée  que  pour  j:=  ->  n  étant  un  entier 

au  moins  égal  à  2;  mais,  si  Ton  remarque  qu'elle  donne  des  résul- 
tats exacts  pour  x  =  i  et  j?  =  |,  on  en  conclut  qu'elle  doit  donner 
une  assez  grande  approxination  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  o  et  4-  i  • 

Pour  donner  une  idée  de  l'approximation  qu'elle  comporte,  je 
transcris  ci-après  une  Table  donnant,  pour  un  certain  nombre  de 

valeurs  de  l'angle  -^>  la  valeur  des  cosinus  calculés  au  moyen  de 

la  formule  (3)  et  leur  véritable  valeur;  quand  ces  quantités  sont 
exprimées  en  décimales,  les  quatre  premières  décimales  sont 
exactes. 

Valeur  du  cosinus  Valeur  exacte 

calculée  du 

Angles.  par  la  formule  (3).  cosinus. 

o 
o I  I 

9 0,9877  0,9877 

18 0,9512  <),95ii 

24 0,9137  0,9135 

3o  o , 8662  o . 8660 

40 0,7661  0,7660 

45 -1  -4 

5o.... 0,6428  0,6428 

54 0,5878  0,5878 

60 

2  2 

70 0,34^2  0,3420 

75 0, 259 1  0 , 2588 

80 0,1739  0,1736 

85 0,0874  0,0872 

90 o  o 


SUR  QUELQUES 

PROPRIÉTÉS  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 

m  ONT  TOtTES  LEIRS  RAGIHiS  RÉELLES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  \IX;  1880. 


I. 


1.  Je    considérerai    d'abord   Téquation   qui  détermine  lang- 

quand  on  connaît  tanga. 

On  a,  d'après  la  formule  de  Moivro, 


(a        .   .     3t  X*» 
cos  — h  t  sin  —  )    = 
n  nj 


cos  a  -h  i  sinx 
\        n  n  J 

et 

(a        .   .     a  X*» 
cos i  sin  —  1    =  cos  a  —  i  sin  a  ; 
n  nJ 

on  en  déduit 

Qt  a  \  " 

cos  — h  t  sin  —  \ 

n  '^    \    __  cosa-h«sina 

a        .   .     a    J    ~  cos  5  —  isina' 

cos i  sin  -  / 

n  n/ 

a 
ou,  en  posant  lang  -  :=  x, 

/i-+-«V\'»       i-f-ilanga 

(  I  )  I  :—    I     =   ; • 

\i—ixj  1 — tlanga 

On  voit  immédiatement  que  cette  équation  ne  peut  avoir  des 
racines  égales;  pour  démontrer  que  toutes  ses  racines  sont  réelles, 
je  remarquerai  que,  pour  chacune  d'elles,  on  a 

mod(i  -h  ix)—  mod(i  -*  ix)\ 
de  celte  identité  on  dédiiil  aiscmeni  la  réalité  de  .r. 
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Supposons,  en  cfTet,  que  x  puisse  avoir  la  valeur  imaginaire 
a -f- pi;  on  aurait 

mod  (  I  —  p  -h  a  0  =  mod  (  i  -h  p  —  ai) 
Ou  bien 

(I— p)«-ha«  =  (i-hp)*-4-a«, 

ce  qui  est  évidemment  impossible  si  ^  est  dilTérent  de  zéro. 
L'é€[uation  (i)  a  donc  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  (*). 

â.  Xes  mêmes  considérations  permettent  de  démontrer  une 
impo:K-tanle  proposition,  due  à  M.  Hermite  (*)  et  que  Ton  peut 
CQoim  c^er  de  la  façon  suivante  : 

Soient  a-h^t,  y -h  8/,  ...,  X-hjxt  des  quantités  imagi- 
nair^^j  dans  lesquelles  les  coefficients  de  i  ont  tous  le  même 
sign^  j  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

Il(ar—  %  —  pt)  =  (ir  —  a  —  P*)(^  —  Y  "~  ^0»  •  -(^  —  ^  —  kO 

l'éqz^  nation 

pF{x)-h  ç^(x)=  o, 

où  p   ^t  q  désignent  des  nombres  réels  arbitraires,  a  toutes  ses 
raci^^^s  réelles. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

(/>—  iq)U(x^oi  —  ?i)-\-(p  -hiq)U(x  —  0L—^i)=Oj 
d'où    l'on  déduit 

(^)  modn(a7  — a— P0  =  modn(a?  — a-h  pO» 

et  il  est  aisé  d'en  conclure  que  x  est  nécessairement  réel. 


(*  )  ^oir  à  ce  sujet  deux  Notes  de  M.  Biehier  :  Sur  une  application  de  la  mé- 
thode cfc  Sturm  et  Sur  quelques  équations  algébriques  qui  ont  toutes  leurs 
racifte^  réelles  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques j  a"  série,  t.  XIX,  p.  76  et 

(*)  «Sot  l'indice  des  fractions  rationnelles  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, t.  VII.  p.  i3i). 

M-  Biehier  est  arrivé  en  même  temps  au  même  théorème,  qu'il  a  démontré  dans 
une  Note  5iir  une  classe  d'équations  algébriques  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles,  insérée  au  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  87,  p.  3îio. 


IIO  ALQKBRE. 


Ayant,  en  effet,  tracé  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  OX 
et  OY,  je  représente,  suivant  l'usage  ordinaire,  la  quantité  imagi- 
naire X  -h  Y/  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  X  et  Y. 
Soient  A,  C,  ...,  L  les  points  qui  représentent  les  quantités 
a-4-  P^,  Y  -I-  3i,  ....  X  4-  [A  t;  les  nombres  p,  o,  . . . ,  |Ji  ayant  tous 
le  môme  signe,  ces  points  sont  tous  situés  d'un  même  côté  de 
Taxe  OX,  au-dessus  de  cet  axe  par  exemple;  quant  aux  points 
A',  C,  . . . ,  L',  qui  représentent  les  quantités  conjuguées  a  —  p«, 
Y  —  Sf,  ...,  "k — [JLi,  comme  ils  sont  symétriques  des  premiers 
relativement  à  l'axe  OX,  ils  sont  situés  au-dessous- de  cette  droite. 

Gela  posé,  en  désignant  par  P  le  point  représentatif  de  x^  l'éga- 
lité (2)  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

PA.PC. .  .PL  =  PA'.  PC. . .  PL'. 

Or,  si  X  était  imaginaire,   le  point  P  serait  situé  en   dehors   de 
l'axe  OX,  au-dessus  de  cette  droile  par  exemple,  et  l'on  aurait 

PA<PA',        F>B<PB',         ...,         PL<PL', 

inégalités  incompatibles  avec  la  relation  précédente. 

La  quantité  x  est  donc  nécessairement  réelle  et  la  proposition 
est  entièrement  démontrée. 

3.  Parmi  les  conséquences  que  l'on  peut  en  déduire,  je  men- 
tionnerai la  suivante,  à  cause  de  sa  simplicité. 

Soity*(jp)=  o  une  équation  algébrique  ayant  toutes  ses  racines 
réelles;  en  désignant  par  to,  p  et  q  des  quantités  réelles  quel- 
conques, si  l'on  pose,  pour  abréger, 

l'équation 

pF(x)-h  q^(x)=  o 

a  également  toutes  ses  racines  réelles. 


IL 

4.   Quand,  une  équation  algébrique  étant  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  la  variable,  la  suile  des  termes  présente 
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des  lacunes,  on  peut,  comme  on  le  sait,  en  déduire  aisément  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation. 

Cette  conséquence  immédiate  de  la  règle  des  signes  de  Descartes 
a  de  nombreuses  applications;  en  voici  quelques-unes  très  simples 
qui  présentent  quelque  intérêt. 

Soity(j:)=o  une  équation   algébrique  du  degré  n  et  a^ant 

toutes  ses  racines  réelles;  développons  -j- — :  suivant  les  puissances 

croissantes  de  x.  Soient  F(  j:)  la  série  que  Ton  obtient  ainsi  et  ^{x) 
l'ensemble  des  termes  de  cette  série  dont  le  degré  ne  dépasse 
pas  m. 

Par  définition,  le  polynôme  ^{x)  du  degré  m  est  tel  que  le  dé- 
veloppement de  la  différence  -j — -  —  ^{x),  suivant  les  puissances 

croissantes  de  x,  commence  par  un  terme  d'un  ordre  supérieur 
à  /w  ;  on  en  déduit  facilement  l'égalité  suivante 

où  P  désigne  un  polynôme  et  p  un  nombre  entier  supérieur  à  m, 
d'où  encore 

f{x)^{x)=z  l  —  XP\\ 

Considérons  maintenant  Téquation 

f{x)^(^x)=o, 
que  l'on  peut  écrire 

I  —  37/»  P  =  o. 

Celle  équation  présentant  une  lacune  de  (/?  —  i)  termes  entre  le 
premier  et  le  second  terme,  le  nombre  de  ses  racines  imaginaires 
est  au  moins  égal  à  (/?  —  2),  et  par  conséquent  au  moins  égal  à 
(m  — i)^  puisque />  est  plus  grand  que  m.  Ces  racines  appartien- 
nent toutes  aux  deux  équations /(x)=  o  et<I>(j:)=  o;  la  première 
ad  ailleurs  toutes  ses  racines  réelles  et  la  seconde  est  du  degré  m, 
doù  il  suit  que^  ayant  au  moins  {m  —  i)  racines  imaginaires,  elle 
ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle,  ce  qui  aura  lieu  si  elle 
est  de  degré  impair. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  au   développe- 
ment de  l'expression  y  où  q  désig^ne  un  nombre  entier  posi- 


tif  quelconque  ei /(jr)  un  polvnôme  decoinposable  en  facteurs 
réels  du  premier  degré. 

Désignons  par  *(x)  l'ensemble  des  termes  de  ce  développe- 
ment donl  le  degré  De  dépasse  pas  m;  le  premier  terme  de  la  série 

étant  d'un  ordre  supérieur  à  m,  on  en  conclut  aisément  l'égalité 

i=/(a:)*î(x)+arpP, 

OÙ  P  désigne  un  polynôme  et  p  un  nombre  entier  supérieur  à  ni. 
Celle  égalité  peut  s'écrire 

I  — 3^pp=/(a-)*ï(3r), 

et  l'on  en  conclut,  comme  précédemment,  que  l'équation 

/■(:r)*7(:r)  =  o 

a  au  moins  (m  —  i)  racines  imaginaires;  ces  racines  ne  pouvant 
appartenir  qu'à  l'équation  *(x)^o,  celle-ci,  qui  est  du  degré  m, 
a  au  plus  une  racine  réelle. 

J'aurais  pu  considérer  l'expression  ■ ^, ,  oiï  r  et  c^r  désignent 

dcu\  nombres  entiers  positifs  quelconques,  puisque,  s\/{x)  est 
décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  degré,  il  en  est  de  même 
de/''{x),  et  de  là,  en  passant  au  cas  où  la  fraction  -  tend  vers  un 
nombre  incommensurable  quelconque,  j'énoncerai  la  proposition 
suivante  : 

En  désignant  par  w  une  quantité  positive  quelconque  (com- 
mensurable  ou  incommensurable),  si  l'on  développe  -yj- —  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x  et  sil'on  désigne  par^(x) 
l'ensemble  des  termes  de  ce  développement  dont  le  degré  ne 
dépasse  pas  m,  quel  que  soit  le  nombre  m,  l'équation  ♦(a:)  ==  o 
a  au  plus  unf  racine  réelle. 
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*^-     Oomme  application,  je  poserai 

/(.)  =  (.- I)'; 

on  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'en  désignant  par  ^(j?)  l'ensemble 
d^s  termes  du  degré  m  dans  le  développement  de  (i )  ,  l'é- 
quation 4>(x)=o  a  au  plus  une  racine  réelle,  quel  que  soit  le 
nombre  positif/?.  Si,  maintenant,  on  fait  croître  indéfiniment/?, 

V  •  /  x\~P  !•       • 

1  expression  (  i J      a  pour  limite  e^. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  égale  à  zéro  V ensemble  des  m  premiers  termes  de  la 
^^f^ie  suivant  laquelle  se  développe  e^^  V équation  ainsi  obtenue 
^  ««  plus  une  racine  réelle. 

Cette  proposition  peut,  du  reste,  se  démontrer  très  aisément 

^n  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Rolle  {voir  notamment  le  Cours 

^ analyse  de   l'École  Polytechnique  de   M.  Hermite,   année 

'o6^_i8(J8^-   mais  il  résulte,  en   outre,  du  théorème   démontré 

P'"s   haut,  que,  si  f{x)  est  un  polynôme  décomposaljle  en  fac- 

teut*5  réels  du  premier  degré,  le  développement  de  l'expression 


JO'^îlde  la  même  propriété,  quel  que  soit  le  nombre  positif  co. 

^-  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  entièrement  à 
"^  Cîas  plus  général  et  plus  important;  mais,  avant  de  l'aborder,  je 
crois  devoir  rappeler  quelques  définitions. 

En  désignant  par  y{x)  un  polynôme  entier  en  x  ou  une  série 

oï^donnée   suivant  les  puissances   croissantes   de  x^    et   par  ^ — r 

^^e  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  degré  n  et  le 
numérateur  du  degré  m,  on  dit  que  cette  fraction  est  une  réduite 
^c  \{x)  si  le  développement  en  série  de  la  différence 

¥{x) 
commence  par  un  terme  de  l'ordre  de  x'""*""'*'*. 


^  . 


Il'l  ALGÈBRE. 

Il  est  facile  d'obtenir  ces  réduites;  multiplions,  en  effet,  V  {jl  j 
par  un  polynôme  F(j:)  du  degré  n  et  renfermant,  par  suite, 
(/i-hi)  indéterminées.  En  développant  le  produit  ainsi  obtenu, 
nous  obtiendrons  d'abord  un  polynôme  du  degré  m,  ^(^),  puis 
une  série  de  termes  contenant  ^"*  en  facteurs,  et  nous  pourrons 
disposer  des  (/i  -h  i)  coefficients  indéterminés  de  façon  à  annuler, 
dans  le  développement,  les  coefficients  de  x'"'^*^  x"*"^^,  . . .,  x"''^") 
il  suffira,  en  effet,  pour  cela,  de  trouver  des  valeurs  de  (n-f-i) 
inconnues  satisfaisant  à  n  équations  linéaires  sans  second  membre, 
et  Ton  sait  qu'un  pareil  système  d'équations  admet  toujours  au 
moins  une  solution  dans  laquelle  les  inconnues  ne  s'ont  pas  toutes 
nulles  en  même  temps.  Les  polynômes  F(x)  et  ^(x)  étant  déter- 
minés comme  je  viens  de  le  dire,  il  est  clair  que  la  fraction  -,;   ! 

est  une  réduite  de  F{x), 

Cela  poséj  /(x)  désignant  un  polynôme  décomposable  en  fac- 

•  teurs  réels  du  premier  degré,  soit  ~ — -  une  réduite  de  f{x)^  en 

sorte  que,  ^{x)  étant  du  degré  m  et  F(j:)  du  degré  /r,  le  déve- 
loppement de 

commence  par  un  terme  de  Tordre  (m  -|-  /i  4-  i). 

On  aura  évidemment,  en  désignant  par  P  un  polynôme  entier, 

F{x)/(x)  —  *(a7)=  ar'«+«-»-»  P, 
d'où 

4>(j7)-har'«+«+»P  =  F{x)f{T), 

Or,  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  <lf(x)  étant  du  degré  m, 
on  voit  que  Féquation 

a  au  moins  (n  —  i)  racines  imaginaires,  et,  comme  ces  racines 
appartiennent  à  l'équation  F(x)/(x)=  o  et  que  /{x)=  osl  toutes 
ses  racines  réelles,  on  en  conclut  que  l'équation  F(j:)=  o,  qui  est 
du  degré  n,  a  au  plus  une  racine  réelle. 

On  obtiendrait  un  résultat  analogue  en  considérant  les  réduites 
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*i^^du  développement  de  la  fraction  -r^ — >  et  Ton  établirait  faci- 

lementque  l'équation  ^(x)=  o  a  au  plus  une  racine  réelle. 

En  particulier,  posons  d'abord,  en  désignant  par/>  un  nombre 
entier  arbitraire, 

Si  nous  faisons  croître  indéGniment  le  nombre  entier />,  nous  en 
conclurons  que  les  dénominateurs  des  réduites  de  e^  ont  au  plus 
un  facteur  réel  du  premier  degré;  nous  voyons,  en  outre,  que  la 
même  proposition  a  lieu  à  l'égard  des  réduites  de  l'expression 
^^(j:),  où  ^{x)  désigne  un  polynôme  décomposable  en  facteurs 
réels  du  premier  degré. 
Semblablemcnt,  en  posant 

et  en  faisant  croître  indéfiniment  le  nombre  entier  p^  nous  voyons 
que  les  numérateurs  des  réduites  de  e^  ont  au  plus  un  facteur  réel 
du  premier  degré,  et  la  même  proposition  a  lieu  à  l'égard  des  nu- 

mérateurs  des  réduites  de  l'expression  — — :>    où  'f  (x)  désigne, 

comme  ci-dessus,  un  polynôme  quelconque  décomposable  en  fac- 
teurs réels  du  premier  degré. 

'.  Comme  je  viens  de  le  montrer,  si  l'on  considère  une  réduite 
quelconque  =7^ — -  de  la  transcendante  e^,  les  équations  ^(:c)=  o  et 

F(j:)=o  ont  au  plus  une  racine  réelle. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  montrer  comment  on  peut  fa- 
cilement former  les  polynômes  ¥{x)  ei  <l>{x), 

^  cet  effet,  je  considérerai  l'expression  ¥(^x)e^^  et  poserai 

Le  polynôme  F{x)  étant  du  degré  n,  je  remarque  tout  d'abord 
V^^  ^nLytf  qui  est  du  degré  (m  4-/?),  est  divisible  par  5".  En  déri- 
vant par  rapport  à  2  l'équation  précédente,  on  a  d'ailleurs 

d'où 

«^     .\    M  jC^       Art    .'\    /l  •«     '  t 


el  l'on  en  conclut  que  cliacun  des  coefficients  A^  est  U  dérivée 
par  rapport  à  3  du  coefficient  qui  le  suit  dans  la  série. 

Je  remarque  maintenant  que,  F{x)  étant  le  dénominateur  d'une 
réduite  de  e^,  le  développement  de  F(x)e*  manque  des  termes 
en  x""*' ,  jr^+^j  . . . ,  x"'*'"  ;  tous  les  coefficients 

s'annulent  donc  quand  on  y  fait  z^=i.  Par  suite,  A„^.„,  ainM 
que  ses  (n  —  i)  premières  dérivées,  s'annule  dans  la  même  hypo- 
thèse; A,„^„csl  donc  divisible  par(^  —  i)".  J'ai  montré  plus  haut 
que  ce  coefficient  était  du  degré  (m +n)  par  rapport  à  la  lettre  z 
el  qu'il  était  divisible  par  z'"',  il  est  donc  égal,  à  un  facteur  nu- 
mérîqne  près  (que  l'on  peut  prendre  arbitrairement),  à  s"* (s  — i)". 
Ainsi,  une  propriété  caractéristique  du  polynôme  F{j:)  est  que, 
dans  le  développement  de  F(x)ti"  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X,  le  coefficient  de  :c"''*'"est  (sauf  un  facteur  numérique) 

En  supposant  donc  ce  facteur  égal  à  — r — — el  en  po- 
sant 

F{x)=  (lo  +  a, a: -(-o,j-> -!-..., 

on  obtiendra  facilement  l'égalité 


d'oii  l'on  déduit 


(_m^n){m-^n 


(m  +  n)<m4-n-i) 


1.2.3  ifn  +  n){m-^-n-l){m-^n-■M)      ^••■ 

Quant  au  polynôme  4>(;r),  je  remarquerai,  pour  te  détermine 
)  cette  fraclic 
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tend  vers  l'unité  quand  x  tend  vers  zéro  ;  on  a  donc,  en  appliquant 
la  Tormule  précédente, 

4»  (  jT  )  =  I  -T-    X  H X^ 

in-Jt-n  1.2        (//i-t- n )(//!-+- /i  —  i) 

mi  m  —  \)i  m  —  i)  i 

X*   ' 


•  •  •  • 


I . '4 . 3  (  m  -^  n){in  -i-  n  —  i){m  -h  n  —  1) 

8.  Considérons  en  particulier  les  réduites  principales,  c'est- 
ù— d  îre  celles  où  m  =  /i  ;  on  a  alors  (  '  ) 

c.  X       n{n  —  i)  r  . 

F(a-)=  I i î^ ^ -X* 

•1  1.2       iniin  —  I) 


n{n  —  i)(n  —  2)  i 


x^ 


1.2.  i  'in{'in  —  i)(2/i  —  2) 

et 

*(ir)=  IH 1 ■'  x^ 

2  1.2        2/1(2/1  —  i) 

n{n  —  i)(/i  —  2)  I 

; j»3 

I  .  2  .  *J  2  /è  (  2  /l  —  I  )(  2  /l  2)  '    •  •  •  1 


^iï     sorte  que  4>(  j:)=  F( —  r). 
-Ayant 


.j:  — 


V^x) 
^ïï    en  déduit 


-l-(x2''-^-«)(«) 


r  (37) 


^•",    en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres, 

F'(:r)       4>'(x) 


F(a7)        <ï»(a:) 


=  — i-t-(j?2«) 


En  désignant  par  a,  3,  v,  . . .  les  diverses  racines  de  l'équation 
**  \JO)=z  o,  on  voit  aisément  que  les  racines  de  Téquation  <!>(  j:)=  o 


^  *  )  Sur  ces  polynômes,  i>oiV  le  Mémoire  de  M.  Hcrmilc  Sur  la  /onction  expo- 
^^ntitlle, 

(.    )  Je  désigne  ici  et  dans  tout  ce  qui  suil  par  {xV)  une  série  ordonnée  suivant 
^'^  puissances  de  x  et  commençant  par  un  icrmc  de  l'ordre  x/'. 


sonl  —  a,  —  ,3,  —  1,  ...  ;  Fôgalité  précédente  peut  donc  s'écrire 

En  désignani  par  S_p  la  somme  des  inverses  des  puissances  p'""" 
des  racines  de  l'équation  F(:c)=  o,  on  en  déduit,  en  développant 
le  premier  membre  en  série, 


aS_i  +  aS-ia;'+aS-,i>-l-.. 


4-(a^"). 


d'où  les  relations  suivantes,  qui  caractérisent  entièrement  le  poly- 
nôme F(x)  : 


(■}  Sur  ccuc  (|ue9tion,  voir  ma  Noie 

In  Société  mathématique,  l.  \  ;  1X77. 

Ccsl  I*  Noie  suivanip.  pasrs  119-iîa. 
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4  .  En  désignant  par  Sjjl  la  somme  des  puissances  d'ordre  [Ji  des 
racines  de  réquation  de  degré  /?,  f{x)  =  o,  on  peut  se  proposer 
de    déterminer  le  polynôme  y(  a*)  connaissant  S,,  S3,   ...,  Sa,,^!. 

Gomme  on  a  ainsi  n  équations  de  condition  pour  délerniiner  les 
coeiUlcients  du  polynôme,  il  est  clair  que  le  problème  est  généralc- 
ïï^^^rii  déterminé.  11  peut  se  faire  néanmoins  qu'il  y  ail  une  inlinilé 
de  solutions;  car,  si  Ton  satisfait  à  la  question,  ce  qui,  dans  cer- 
tains cas,  sera  évidemment  possible,  en  prenant  pour  /{x)  un  po- 
l>'riônie  de  degré  infcrieitr  à  /?,  en  désignant  par  ç(^^ )  nn  poly- 
'^^ïïie  quelconque  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  jr, 
^^  V  satisfera  aussi  en  remplaçant /(.r)  |)ar/(x)-|- '^(x*-):r'",  les 
^^efficients  de  C5(x-)  et  l'exposant  m  étant  du  reste  arbitraires, 
pourvu  que  le  degré  de  Tex pression  précédente  soit  égal  a  n, 

2.  Pour  poser  d'une  façon  plus  j)récisé  le  problème  à  résoudre, 
J^    l'finoncerai  ainsi  : 


déterminer  un  polynôme  f{x)^  de  degré  égal  ou  inférieur 
^  ^  y  jouissant  de  la  propriété  énoncée  et  tel,  que  f{x)  et  f{ —  x) 
^  ^^ient  aucun  facteur  commun. 

Il  est  facile  alors  de  démontrer  que  si  le  problème  a  une  solu- 
^^^ïï,  le  polynômey(j:)  est  parfaitement  déterminé. 

A.  cet  effet,  posonsy( — j')=  'f  (*^);  d'après  ce  que  je  viens  de 

^^'ï^e,  la  fraction  ^, — -  sera  irréductible.  Soient  de  plus  a,  b.  c,,  ,  . 

f(^)  *  ' 

^^s  racines  de  réquationy*(x)=  o,  on  aura  évidemment 
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l'expression  (  — ^  )  désignant,  en  général,  sans  que  je  me  préoccupe 
des  valeurs  des  coefficients,  une  série  développée  suivant  les  puis- 
sances de  -  et  commençant  par  un  terme  d'un  degré  au  plus  égal  à 

—  m. 

En  intégrant  Téquation  précédente  entre  les  limites  x  et  oc,  il 
viendra 

^^/(^)~"  ^L^  ^  ^•^^^"^  (2n-i)x»«-»J"'"\a7»'»-^-v' 
ou,  en  posant,  pour  abréger, 

et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

^    ^  /{X)^\x^n.lj 

3.  La  détermination  du  polynôme  /{:^)  est  donc  ramenée  à  la 
question  suivante  : 

Déterminer  une  fraction  rationnelle  irréductible  dont  le  dénomi- 
nateur et  le  numérateur  soient  d'un  degré  au  plus  égal  à  n^  et  qui 
soit  égale  au  développement  de  e^^,  en  négligeant  les  termes  d'un 

ordre  supérieur  à  celui  de  — ^-  Il  faut,  en  outre,  qu'en  désignant 

pary*(j;)ce  dénominateur,  le  numérateur  de  la  fraction  soit  égal 
à/( —  x)]  mais,  comme  je  le  ferai  voir,  il  n'y  a  pas  à  se  préoccu- 
per de  cette  condition,  qui  sera  satisfaite  d'elle-même  si  la  pre- 
mière condition  est  remplie. 

Je  démontrerai  d'abord  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  poly- 
nômey(jc)  qui  y  satisfasse;  en  effet,  siy*i(j')  était  une  autre  solu- 
tion, on  aurait  évidemment 


d'où 


T(^)/i(^)-/(^)?i(^)=/(nA(^)(^i^)» 
relation  évidemment  impossible,  à  moins  que  le  premier  membre 
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ne  soit  nul;  car  c'est  un  polynôme  entier  en  x,  tandis  que  le  se- 
cond membre  (s'il  n'est  pas  nul)  se  développe  suivant  une  série 

commençant  par  un  terme  en  -  7  puisque  chacun  des  polynômesy(u:) 

el  fx  (x)  est  d'un  degré  au  plus  égal  à  n. 

La  relation  précédente  ne  peut  donc  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

o(x)/i{x)—/(x)^i{x)=o 
ou  encore 

et,  si  l'on  suppose  ces  fractions  irréductibles, /"i  (x)  ne  doit  dilTé- 
i*er  que  par  un  facteur  constant  de  f{jo). 

Ce  polynôme  n'étant  pas  d'ailleurs,  par  liypothèse,  divisible 
par  Xy  on  peut  supposer  que  le  terme  constant  qui  y  entre  est  égal 
à  Tunilé^  il  est  alors  complètement  déterminé. 

i.  Cela  posé,  il  est  facile  de  prouver  que,  la  fraction  irréduc- 
tible -^ — ■  avant  été  déterminée  par  la  condition  ci-dessus  énoncée, 

s(x)  est  égal  'A  f{ — x). 

En  effet,  W  ne  renfermant  <|ue  des  puissances  impaires  de  x, 
en  changeant  x  en  — x  dans  l'équation  (i),  il  viendra 

eîw       JX^x)       \x^"-^^)' 
d'où,  par  une  transformation  facile, 

le  polynôme  ©( — ^r),  d'après  ce  que  je  viens  d'établir,  ne  peut  dif- 
férer que  par  un  facteur  constant  de  f{^)\  d'ailleurs,  e-^,  pour 
x  =  o,  se  réduit  à  Tunité;  donc  le  premier  terme  de  î5( — x)  est 
aussi  l'unité  et,  par  suite, 

?(  — ^)  =  /(^}- 

5.  Le  problème  est  donc  entièrement  ramené  à  trouver  un  poly- 
nômey(x),  de  degré  au  plus  égal  à  /i,et  satisfaisant  à  l'équation  (i); 
mais  on  peut  supposer  quey"(jr  )  soit  effectivement  de  degré  /i,  en 
faisant  abstraction  de  la  condition  imposée  jusqu'ici,  à  savoir  que 
5(.r)  ei/(x)  sont  premiers  entre  eux. 


i 
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Effeclivemenl,  siy'(jr)  était  d'un  degré  m  <  /i,  il  suffirait  de  mul- 
tiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  -j-, — -  par  un  polynôme  arbi- 
traire de  degré  (/i  —  m)  pour  obtenir  une  fraction  satisfaisant  à  la 
relation  (i)  et  dont  le  dénominateur  soit  du  degré  n. 

Nous  poserons  donc/(x)=  i  H-r/a*-!-  ta--h...-h  Ix^ ;  a,b^.,.J 
désignant  n  coefficients  indéterminés,  et  nous  exprimerons  que  le 

produit  e2^y(j:)  manque  des  termes  en  ->-.?•••?  — ;  nous  aurons 

ainsi,  pour  déterminer  les  n  coefficients  inconnus,  n  équations  li- 
néaires avec  second  membre. 

Généralement,  le  déterminant  de  ces  équations  étant  différent 
de  zéro,  elles  fourniront  pour  les  coefficients  des  valeurs  bien  dé- 
terminées; le  pohnôme  f{jo)  sera  donc  eflectivemenl  du  degré  n. 

Si  le  déterminant  est  nul,  il  se  peut  que  le  problème  n'ait  pas  de 
solution;  s'il  y  en  a  une  infinité,  on  déterminera  Tun  quelconque 
des  poljnômesy(j:*)  satisfaisant  aux  équations,  et  Ton  en  déduira 
le  numérateur  correspondant  'f(j^);  on   réduira  ensuite  la  frac- 

tion  ■^. — -  à  sa  plus  simple  expression  :  le  dénominateur  de  la  frac- 

lion  irréductible  ainsi  obtenue  sera  la  solution  clicrcbéc,  et  son 
degré  sera  inférieur  à  /?. 

6.  Il  est  clair  que  Ton  peut  remplacer  l'expression  e-^  par  toute 
autre  expression  dont  le  développement  coïnciderait  avec  elle  jus- 
qu'aux termes  de  Tordre  de  — -  inclusivcnienl. 

(I  — ^-   'y*  \ 
—    ) 

où  m  désigne  un  nombre  quelconque,  et  si  Ton  forme  la  réduile 
dont  le  dénominateur /(:r)  est  de  degré  /i,  les  racines  de  l'équation 
f(^x)=  o  jouiront  de  la  propriété  que  les  sommes  S,,  S3,  ...,  S2«_i 
soient  toutes  égales  à  m, 

7.  Les  résultats  obtenus  dans  cette  Note  peuvent  s'énoncer  ainsi  : 
Les  coefficients  d'un  polvnonie  de  degré  n  s'expriment  rationnel- 
lement en  fonction  des  fonctions  s^ métriques  S,,  S3,  ...,  Saw-i  des 
racines  de  l'équation  f{x)=^  o.  Crcsl  ce  qu'il  est  facile  du  reste 
de  vérifier  au  moyen  des  formules  de  Newton,  au  moins  pour  de 
f)etiles  valeurs  du  nombre  /?. 


m 
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Il  est  très  facile  de  former  des  types  d'équations  ayant  toutes 
leurs  racines  réelles,  et  de  celles-là  on  déduit,  comme  on  le  sait, 
parles  moyens  les  plus  élémentaires,  un  nombre  indéfini  d'équa- 
tions qui  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires  ou  du  moins  ne 
peuvent  avoir  qu'une  racine  réelle. 

Il  est  moins  aisé  de  former  des  équations  ayant  un  nombre  dé- 
terminé de  racines  réelles  et  un  nombre  déterminé  de  racines 
imaginaires;  l'étude  des  polynômes  entiers  qui  satisfont  à  une 
équation  différentielle  du  second  ordre  fournit  néanmoins  un 
grand  nombre  de  solutions  de  ce  problème. 

Pour  en  donner  un  exemple,  je  considérerai  Téquation 

d^y       .  .   dy 

à  laquelle  satisfait  le  dénominateur  /^  de  la  m*"**  réduite  de  la 
transcendante 


X 

X 


On  a,  comme  on  le  sait  (*), 


-  .  .       m^(  m  —  i)^ 

1.2 

-^-  m .  I .  a .  3 . . .  //?  r  -^  I .  a .  3 . . .  m. 


/**  e  -'  dx 
(•)  Voir  ma  Note  Sur  V intégrale    j {Bulletin  de  la  Société  mathé- 

•    .r 

matique  de  France,  l.  VII.  p.  72). 


?\ 


et  l'équalion/m^  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  néga- 
tives. Deux  polvnùmes/n,  et/n,  où  m  et  n  désignent  deux  nombres 
entiers  dilTérenls  (je  supposerai  m'^n),  ne  peuvent,  d'ailleurs, 
avoir  de  racine  commune. 
Cela  posé,  des  deux  identités 

on  déduit  aisément  l'cgalilé  suivante, 
on  j'ai  posé,  pour  abréger  l'écriture, 

V  =/../;.-/.../■„. 

L'équation  Y  =^  o  a,  du  reste,  toutes  ses  racines  inégales;  car. 
ai  un  nombre  a  annulait  à  la  fois  V  et  sa  dérivée,  il  annulerait  évi- 
demment un  des  polynômes/™  el/„  sans  annuler  l'aulre;  en  sup- 
posant qu'il  annule /m,  il  devrait  annuler  également /"„,,  ce  q«ii 
est  impossible,  puisque  l'équation  /)„^o  a  toutes  ses  racines 

De  la  relation  précédente  on  déduit 


En  désignant,  avec  Cauchy,  par  la  lettre  I  l'indice  d'une  fonc- 
tion et  par  E  une  quantité  positive  très  petite,  j'en  tire  l'identité 


Iî^=I[(. 


'  A/%.-/^/„ 


où  le  premier  membre  est,  au  signe  pr^s,  le  nombre  p  des  racines 
négatives  de  l'équation  V  =  o,  puisque  le  facteur  x  demeure  né- 
gatif dans  l'intervalle  considéré.  Dans  le  second  membre,  on  peut 
négliger  le  terme  — (j;-l-t"),  qui  ne  devient  jamais  infini  pour 
aucune  valeur  finie  de  la  variable,  ainsi  fine  le  facteur  positif 
(m  —  n). 
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On  a  d'ailleurs,  d'après  une  proposition  fondamentale  due  à 
Cauchv, 


-s  — e 


I'fmfn  T   Jnf  m       ftn f  n  , 

J  nj  m       J  mj  n  *•  Jinjn 

il  suflil,  pour  le  voir,  de  remarquer  que  le  rapport 

fn/'m — fmf'n  __  i^  —  n)^:"»^'»-* -h .  ..-4-(m  —  /i).i,9-.3...m.i.2.3.../i 

fmja  Jr'«-^-«  -4-...-i-I.2.3.../n.l.2.3.../l 

est  négatif  pour  x  =  —  oo  et  positif  pour  x  ^^  —  e. 

Les  polynômes  y*;,,  et/*,,  étant  premiers  entre  eux,  on  a 


—  E  — e 


fnf  m       fmfn  _  |"   f  m  J  /  n  =  ^^ ,1 


If  nJ  m        J  n\J  n  T    J  m  T 
fmfn             ~   I    /,«  1 


Jmjn  *.    Jm  Jt   y« 

— to  — «O  —«0 

d'où 

p  =  m  —  n  —  I. 

En  désignant  de  même  par  0  le  nombre  des  racines  positives  die 
Téquation  V  =  o,  on  a 


e  = 


^V'       f  /,„/„ 


1^=1 


fn  f  m  —  fm  f  n 

ce  nombre  se  réduit  à 

JnJ  m       f>nj  n 


/    > 


*•  J  injn 

f   r   f    f 

puisque  le  rapport  ^'^-'"^     jmjn  conserve  le  même  signe  pour 

jr  =  e  et  pour  a:  =  oo.  Il  est,  du  reste,  égal  à  zéro,  puisque  l'équa- 
ùonfmfn=^  o  n'a  pas  de  racine  positive. 

On  en  conclut  que  Téquation  V  =  o  n'a  pas  de  racines  réelles 
positives,  et,  comme  elle  a  seulement  m  —  n  -^  i  racines  rSelles 
négatives,  elle  a  2/i  racines  imaginaires. 


*—* 
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1.  Les  équations  algébriques  dont  le  premier  membre  satisfait 
à  une  équation  dilTércntieile  linéaire  du  second  ordre  jouissent  de 
propriétés  particulières  qui,  pour  la  solution  d^un  grand  nombre 
de  problèmes,  fournissent  des  méthodes  tout  à  fait  spéciales. 

En  me  bornant  ici  au  cas  où  elles  ont  toutes  leurs  racines 
réelles,  je  prendrai  pour  point  de  départ  la  remarque  suivante. 

En  désignant  par  F(:r)=  o  une  équation  algébrique  de  degré  /i, 
dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  par  a  une  quelconque  de 
ces  racines,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

— ^^ —  =A^h 
X  —  a      *^ 

il  est  clair  que  réquationy(x)=  o  a  également  toutes  ses  racines 
r/'elles;  par  suite,  son  hcssien 

(  /i  -  2  )f'{x)-{n  —  \)f{x)f\x) 

ne  peut  avoir  une  valeur  négative,  et  en  particulier  l'expression 
(/i  —  2)/'^(a)  —  (/i  —  i)/(a)/"(a)  est  positive  ou  nulle. 
On  a  d'ailleurs,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

/(a)=F'(a),        /'(a)^        et        /"(«)=  L^i^, 

(Toù  rinégalité 

^f/i-'j^^F'^Ca)— 4(n  — i)F'(a)F"'(a)io. 
Supposons  inainlcnanl   que  le  polMiùine  F  satisfasse  à  Féqua- 
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lion  dlfférenlielle  linéaire  du  second  ordre 

il   satisfait  également  à  Téquation 

qn^  l'on  déduit  de  la  première  par  dérivation,  et  de  là  résultent, 
eim    faisant  x  =  ol,  les  deux  relations  suivantes, 

PoF'(a)-f-QoF'(a)=o, 
PoF'^(a)-f-(Qo-4-P'o)F'(a)-+-(Ro-i-Qi)F(a)=o, 

oÎA  l'indice  o  indique  ce  que  deviennent  les  coefficients  quand  on 
y  Sk    remplacé  x  par  a. 

Elles  donnent  des  valeurs  respectivement  proportionnelles  à 
P^(  a),  F''(a),  F'"(a),  et  l'on  en  conclut  sans  peine  que  le  polvnôme 

û  =  PR  ^-  PQ'—  QP'—  ,^"^^    Q« 

3  la  Be  valeur  positive  ou  nulle  quand  on  y  remplace  x  par  une  ra- 
<^'^^c  quelconque  de  l'équation  V(x)=  o. 

Si  donc  on  suppose  que  ù  ne  soit  pas  positif  pour  toutes  les  va- 
lei.iTs  de  x^  on  déduira  de  là  des  limites  entre  lesquelles  sont 
c^rinprises  les  racines  de  cette  équation. 

Je  ferai  remarquer  en  passant  que,  si  Q  avait  constamment  une 
valeur  négative,  on  en  conclurait  avec  certitude  que  l'équation 
pt^oposée  a  des  racines  imaginaires. 


I.  Comme  première  application,  je  considérerai  les  polynômes 
Uj»  étudiés  par  M.  Hermite  dans  sa  Note  Sur  un  nous^eau  déve- 
l^A^j)ement  en  série  des  fonctions  (  Comptes  rendus  des  séances 
d^  V Académie  des  Sciences,  t.  LVIII),  et  qui  satisfont  à  l'équa- 
lion  différentielle 

y*— jry -1-/17  =  0. 


On  trouve  sans  peine  Çk=z  n  —  i  —  — x^\  on  a  donc,  pour 

^  4(/i  — I)  '  ^ 

toutes  les  racines  de  l'équation  U„=  o, 


/i  -+-  a 

/l  —  I  —  — X'_^  o, 


4(«  -I) 
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et  ToQ  voil  que  la  valecir  al)soliic  de  la  plus  grande  racine  est  au 
plus  égale  a  -  • 

Il  est  facile  d'obtenir,  du  reste,  une  limite  plus  rapprochée  et 
en  même  temps  une  limite  de  la  valeur  absolue  de  la  plus  petite 
racine.  En  supposant  d'abord  n  pair  et  égal  à  2/7î,  je  poserai 
j?^=  Ç,  en  sorte  que  U/,(j")  se  transforme  en  un  polynôme  V«  du 
degré  m  en  Ç,  satisfaisant  à  Téquation  différentielle 


^  cf^y      .        t.    dy 


on  a  alors 


il  =  '}.m\  —  i  —  — :(!  —  ?)* 

4(/?i  — I) 


et  Ton  en  conclut,  en  remplaçant  \  par  sa  valeur  x^^  que  les  va- 
leurs absolues  des  racines  de  Téquation  U/,=  o  (lesquelles  sont 
deux  à  deu\  égales  et  de  signes  contraires),  sont  comprises  entre 
les  deux  racines  positives  de  Téquation 

(m  -+-  '}.)x^ —  7.(^911^—  3m  -h  2)r*-+-  9 m  —  6  =  o. 

En  V  faisant  successivement  m  =  i  et  /?î  =  2,on  obtient  les 
équations 

3(a:»— i)«=o         et         4(.r*— 6ar« -h  3)=  o, 

qui  déterminent  exactement  les  racines  des  équations  U2  =  o  et 
LJji=  o. 

Supposant  en  second  lieu  n  impair  et  égal  à  2/?î  +  i,  et  posant 

encore  x^=z  Ç,  je  remarque  que  -^ — -  est  un  polynôme  V,,  du  de- 
gré m  en  Ç  et  satisfaisant  à  l'équation  différentielle 


f/i  -y  fly 

^^77^  +(3  —  ?)  -^-f-wr  =  0, 

et  Ton  en  conclut  immédlalcnienl  que  la  valeur  absolue  des  racines 
de  Téqualion  U2W4.«  =  c)  (al)slraclion  faite  de  la  racine  zéro)  est 
coinpiisc  entre  l(*s  (1(mi\  lacines  posiiives  de  Téqualion 

(  m  -f-  •}.  ).r'*  —  .;.(  \  m^-  —  tu  -h  G  )x'^  -\-  33  ///  —  (i  =  o. 
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Pour  m  =  I  elle  devient 

3(^î_3)î=  o, 

et  pour  /?!  =  2 

4(j?*— loa-'-f-i^)— o; 

dans  ces  deux  cas,  elle  donne  les  valeurs  exactes  des  racines  des 
équations  U3  =  o  et  Ur,  =  o. 

3.  Comme  second  exemple,  je  considérerai  les  polynômes  de 
Legendre  X»  qui  satisfont  à  Téquation  différentielle 

On  a 

12=(/l  — l)(/l-h9.) '-x^, 

n  —  I 

d'où  Ton  conclut  que  toutes  les  racines  de  l'équation  X„=  o  sont 
inférieures  en  valeur  absolue  à 


{n  — f)i/ z :• 


En  effectuant,  comme  plus  haut,  la  substitution  x^-=  S,  on  peut 
déterminer  une  limite  plus  approchée  et  en  même  temps  une  limite 
de  la  valeur  absolue  de  la  plus  petite  racine. 

En  supposant  d'abord  n  pair  et  égal  à  a  m,  on  trouvera  sans 
peine  que  les  valeurs  absolues  des  racines  de  Téquation  X2/w=:o 
sont  comprises  entre  les  deux  racines  positives  de  Téquation 

(3a:*—  i)*+  'Àm{ini  -f-  \){x^—  a?')-+-  Ga?*—  4  J^*-H  a  =  o. 


Pour  m  =  I  elle  devient 

(3t«— i)«  =  o, 
cl  pour  m  =  1 

35^*^ —  3oar*-i-  3  =  0; 

dans  les  deux  cas,  elle  donne  exactement  les  racines  des  équations 
X2=  o  et  X,  =  o.  Pour  m  =  3  elle  devient 

1290:' — 398x2-+- 21  =  o, 

9 
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dont  les  racines  positives  sont  0,2373...  et  0,9335...  ;  les  valeurs 
absolues  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
Xo=  o  sont,  d'après  Gauss,  o,2386. . .  çt  o,93q5. ... 

En  second  lieu,  si  n  est  impair  et  égal  à  2/?i  +  1 ,  on  trouve  que 
les  valeurs  absolues  des  racines  de  Téquation  X^m+i  =  o  sont 
comprises  entre  les  deux  racines  positives  de  l'équation 

— ;  (5x* —  3)'-h  imiim  -h  3)(x*— a?*)-»- loa?* —  iax*-h6  =  o. 

4(m  —  i) 

Pour  m  =  I  elle  devient 

et  pour  m  =  2 

63:r*—  7ox*-h  i5  =  o; 

dans  les  deux  cas,  elle  détermine  exactement  (abstraction  faite  de 
la  racine  x  =  o)  les  racines  des  équations  Xj  =  o  et  X5  =  o.  Pour 
/n  =  3,  elle  devient 

63;^:*—  678a:*  H-  93  =  o, 

dont  les  racines  sont  o ,  4^23 1 ...  et  o  »  gSo. . .  ;  les  valeurs  absolues 
de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande  racine  sont  o,4o58. .  •  et 
0,9492 

4-.  L'expression  Q,  que  j'ai  considérée  précédemment,  jouit 
d'une  propriété  remarquable  qui  mérite  d'être  signalée. 

Soit  un  polynôme,  de  degré  /i,  F(a:),  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle  du  second  ordre 

en  désignant  par  a,  p,  y  et  S  des  constantes  arbitraires,  il  est  clair 
que  (y  -\-  SÇ)"  F  l ^p  j  est  également  un  polynôme  entier  du  de- 
gré ai  par  rapport  à  Ç.  Ce  polynôme,  que  j'appellerai /(Ç),  satisfait 
à  une  équation  différentielle  du  second  ordre  qu'il  est  facile  de 
former. 

De  Téqualion 


.r  = 


Y-f-o$ 
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on  lire  en  effet,  en  posant,  pour  abréger, 

A:  =  Py  —  «3        et        £  =  Y  -h  ^5, 
dx  __  k 

d^où  les  relations  suivantes  : 

,      rfv  e*  «       d'^y  Ê*  Ôê*  dy 

•^     d\  k'      ^      d\^  k^       k^  d^ 

On  en  conclut  que  l'expression  F( k|  ]  satisfait  à  Téquation 

différentielle 

et,  en  posant 

y  =  £-«  M, 

que  le  polynôme /(Ç)  satisfait  à  l'équation 

-î-  I  n(/i  —  i)  — j^j n  -jp  -h  RI  a  =  o, 

que  j'écrirai,  pour  abréger  l'écriture,  de  la  façon  suivante  : 


d^u         du 


Plm  -^^7rf^''  =  ^ 


En  désignant  par  €u(Ç)  l'expression 

on  trouvera  sans  peine  la  relation  suivante  : 

En  particulier,  si  Q  et  (o  sont  des  polynômes  de  même 
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(ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  le  plus  général),  el  si,  à  cause  de  Tho- 
mogénéilé,  on  introduit  les  variables  y  et  yj,  on  voit  que  le  poly- 
nôme (u(Ç,  Tj)  se  déduit  du  polynôme  Q(x,y)  par  la  substitution 

Q  joue  donc  ici  le  rôle  d'un  covariant 


THÉORÈMES  GÉNÉRAUX 
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Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  XI\;  1880. 


1.  Soient  a  et  Â  les  affixes  de  deux  quantités  imaginaires  x 
et  X,  liées  entre  elles  par  la  relation  linéaire 

A   —    !^  » 

OÙ  a,  ^,  Y  ^^  ^  désignent  des  quantités  imaginaires  quelconques  ; 
il  est  aisé  de  voir  que,  quand  le  point  a  décrit  un  cercle  (ou  une 
droite),  il  en  est  de  même  du  point  A.  Je  m'appuierai  fréquem- 
ment sur  cette  propriété  très  simple,  qui  se  rattache  immédiate- 
ment à  la  théorie  bien  connue  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 

2.  Dans  tout  ce  qui  suit,  la  variable  Y  et  les  quantités  analogues 
j',  7|,  . . .  sont  égales  à  Tunité  et  uniquement  introduites  pour 
l'homogénéité  des  formules;  je  les  remplacerai  même  souvent  par 
l'unité  lorsqu'il  n'y  aura  lieu  de  craindre  aucune  confusion. 

Cela  posé,  soit  l'équation 

(I)  /(X,Y)=o, 

où  /(X,  Y)  est  un  polynôme  homogène  et  du  degré  n  par  rapport 
à  X  et  Y.  Désignons  par  a  l'afTixe  d'une  quantité  imaginaire  quel- 
conque X  et  par  a  l'affixe  de  la  quantité  Ç  qui  est  déterminée  par 
Téquation 
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On  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Tout  cercle  passant  par  les  points  a  et  a.  renferme  au  moins 
une  racine  de  V  équation  (i);  il  y  a  aussi  au  moins  une  racine 
à  ^extérieur  de  ce  cercle. 

Exceptionnellement,  toutes  les  racines  peuvent  se  trouver  sur 
la  circonférence  du  cercle;  si  cette  circonférence,  du  reste, 
passe  par  (n  —  i)  des  racines,  elle  passe  nécessairement  par  la 
fiieme  racine. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarquerai  que,  la  rela- 
tion (a)  qui  lie  entre  elles  les  quantités  ^  et  x  étant  projective,  il 
su  (Kit  de  l'établir  pour  une  position  particulière  du  cercle  et  des 
points  a  et  a. 

Je  supposerai  donc  que  le  cercle  se  réduit  à  Taxe  des  abscisses  et 
que  Ton  aj!;=:ooeti=:o;la  relation  (2)  se  réduit  alors  à 

6  =  0, 

et,  comme  b  est  la  somme  algébrique  des  racines,  on  voit  que,  si 
toutes  les  racines  ne  sont  pas  réelles  (c'est-à-dire  si  elles  ne  sont 
pas  toutes  situées  sur  Taxe  des  abscisses).  Tune  au  moins  doit  être 
située  au-dessus  de  cet  axe,  tandis  qu'une  autre  est  située  au- 
dessous. 

La  proposition  est  donc  complètement  démontrée. 

3.   Plus  généralement,  considérons  les  divers  émanants 

du  polynôme  f. 

Soient  6  l'un  quelconque  de  ces  émanants,  \  ei  x  deux  quanti- 
tés quelconques  liées  par  la  relation 

(3)  '  e  =  o; 

on  a  le  théorème  suivant  : 

Tout  cercle  passant  par  les  points  xet\  renferme  au  moins 
une  racine  de  V  équation  (i);  il  y  a  aussi  au  moins  une  racine 
à  U extérieur  de  ce  cercle 
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Pour  le  démontrer,  je  remarquerai  que,  0  étant  un  covariant 
dey,  il  suffit  de  rétablir  pour  une  position  particulière  du  cercle 
et  des  valeurs  particulières  de  x  et  de  \,  Je  supposerai,  comme 
précédemment,  que  le  cercle  se  réduit  à  Taxe  des  abscisses  et  que 
Ton  a  ^  =  00  et  Ç  =  o. 

En  considérant  par  exemple,  pour  plus  de  simplicité,  Téma- 
Dant  du  troisième  ordre,  et  en  posant 

1.2  1.2.3 

la  relation  (3)  devient 

« 

flrÇ3-+-365*-h3cÇ-t-rf=o, 

d'où  Ton  déduit  é/=o;  et  de  là  résulte  immédiatement  que,  si 
l'équation  proposée  n'a  pas  toutes  ses  racines  réelles,  il  y  a  au 
moins  une  racine  imaginaire  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est 
positif  et  au  moins  une  dans  laquelle  il  est  négatif,  ce  qui  consti- 
tue précisément  le  théorème  que  je  veux  démontrer. 

En  supposant  en  effet  que,  dans  toutes  les  racines  imaginaires 
de  Téquation  (i),  les  coefficients  de  i  eussent  le  même  signe,  et  en 
posant,  pour  abréger, 

il  résulterait  d'une  remarque  importante  faite  par  M.  Hermite  et 
M.  Biehler  que  l'équation  /?F  -f-  7^  =  o  aurait  toutes  ses  racines 
réelles,  quels  que  fussent  les  nombres  réels  p  et  q. 

Faisons,  ce  que  l'on  a  toujours  le  droit  de  faire,  a  =  i ,  et,  met- 
tant en  évidence  la  partie  réelle  des  autres  coefficients,  posons 


•  •  > 


il  vient,  en  remarquant  que  d  est  nul, 

(pF  -h  q^  =px'*-h  /i(/>P  -h  q^')x"-^-\ {P^  -h  qY)^'*~^ 

i  /i(/i  — i)(n  —  2)(n  —  3).  ,^         , 

\  1.2.3.4 

Or  on  peut  toujours  trouver  deux  nombres/?  et  q  qui  ne  soient 
pas  nuls  en  même  temps  et  tels  que  Ton  ait 
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mais  alors  réqualion  manquerait  des  deux  termes  consécutifs  en 
x"'*  et  x""^  ;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'elle  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles. 

Ce  raisonnement  serait  en  défaut  si  les  coefficients  de  ^"  etx""* 
dans  (4)  s'annulaient  en  même  temps;  mais  on  aurait  dans  ce  cas 
P'=  o,  et  cela  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  p'  est  la  somme  de  quan- 
tités ayant  toutes  le  même  signe. 

La  proposition  est  donc  entièrement  établie  ;  je  ferai  encore  ob- 
server, comme  précédemment,  que,  dans  certains  cas  particuliers, 
toutes  les  racines  peuvent  se  trouver  sur  la  circonférence  du 
cercle. 

i.  On  déduit  du  théorème  précédent  une  conséquence  impor- 
tante. 

Soit  K  un  cercle  (ou  une  droite)  quelconque  tracé  dans  le  plan  ; 
il  le  divise  en  deux  régions  distinctes.  Supposons  qu'une  de  ces 
régions  renferme  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  et  que  le 
point  X  soit  situé  dans  l'autre  région  ;  je  dis  que  toutes  les  racines 
de  l'équation  S  =  o  sont  situées  dans  la  région  limitée  par  le  cercle 
et  qui  renferme  toutes  les  racines  de  l'équation  (i). 

En  effet,  si  l'une  des  valeurs  de  Ç  satisfaisant  à  l'équation  B  =  o 
était  située  dans  la  même  région  que  le  point  x^  par  les  deux 
points  j:  et  Ç  on  pourrait  faire  passer  un  cercle  tangent  à  K;  la 
portion  du  plan  limitée  par  ce  cercle  et  ne  renfermant  pas  K  de- 
vrait renfermer  au  moins  une  racine  de  l'équation  (i),  ce  qui  est 
impossible,  puisque  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont  com- 
prises dans  la  région  qui  ne  renferme  pas  le  point  x  {*). 


II. 

5.  11  résulte  de  la  proposition  précédente  que,  si  l'équation  (i) 
a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation  6  =  0  (où  Ton  considère 
l'une  des  variables  j:  et  Ç  comme  inconnue,  tandis  qu'on  attribue 
à  l'autre  une  valeur  réelle  arbitraire)  a  toutes  ses  racines  réelles. 


(*)  J'ai  énoncé  pour  la  première  fois  les  théorèmes  précédents  dans  une  Note 
Sur  la  théorie  des  équations  numériques,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LWIX,  p.  y^G. 


THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  187 

En  particulier,  Téquation 

a  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attri- 
buée à  x,  et  de  là  résulte  immédiatement  cette  proposition  impor- 
laale  que  j^ai  eu  plusieurs  fois  occasion  d'employer  : 

Si  Inéquation  f=^  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  le  hessien  du 
polynôme  f 

a  toujours  une  valeur  positive  ou  nulle, 

b.   On  voit  aussi  que,   si   Téquation  (i)  a  toutes   ses  racines 
réelles,  il  en  est  de  même  de  Téquation  Ç/'^.  +  /'^=o. 

Réciproquement,  si,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attribuée 
^  s>  celte  dernière  équation  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est 
^^  même  de  l'équation  (i). 

Pour  établir  cette  proposition,  je  remarquerai  d'abord  qu'en 
posant  F  =  5/^+/^,  l'équation  F  =  o  ayant  par  hypothèse  toutes 
ses  racines  réelles,  l'expression  F^^. —  Fj.»F..  a  toujours  une  valeur 
positive,  quelle  que  soit  la  valeur  de  Ç. 
O**  on  a 

V?t        tr    fi»  fil 

^^'  S^sind  on  fait  Ç  =  j:,  ces  expressions  ont  des  valeurs  rcspecti- 
veineni  proportionnelles  à/;,,  fly  et/;,  (*),  d'où  il  résulte  que 
'^^r        jC«/y«  a  toujours  également  une  valeur  positive. 

^^l^  posé,  étudions  comment  varient  les  racines  de  l'équation 

^^  o  quand  Ç  varie  depuis  —  oo  jusqu'à  +  oo. 

^'^  désignant  par  Ç'  la  dérivée  de  Ç  par  rapport  à  j:,  on  a 


)   Ceci  suppose  cvidcmnicnt  /i  >  a. 


L 


puis,  en  venu  de  la  relation  \f'^-\-f^^  o, 

or  de  là  résulte  que  \'  est  toujours  négatif. 

Ainsi,  quand  S  croît  de  — oo  à  +qo,  les  diverses  raciaes  de  l'é- 
quation F  ;=  o  vont  toujours  en  décroissant. 

Elles  ont  toujours  d'ailleurs  des  valeurs  distinctes  (si  l'on  sup- 
pose, ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  que  l'équationy^  o  n'a  pas 
de  racines  égales)  ;  car,  si,  pour  deux  valeurs  difTérentes  de  Ç,  l'é- 
quation F  ;=  o  était  satisfaite  par  la  même  valeur  de  x,  on  aurait 
à  la  fois 

et 

ce  qui  esigereitque  l'on  eût  en  même  temps/^=  o  ety^.^  o;  or 
cela  est  impossible,  puisque  l'équation  /^  o  n'a  pas  de  racines 
égales. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  n  =  (j^et  soient,  pour$  =  —  oo, 
«,  P  et  Y  les  racines  de  l'équation  F  =  o  ;  quand  Ç  varie  de  —  oo 
à  -{-  00,  la  racine  de  l'équation  F  ^  o  dont  la  valeur  initiale  est  a 
va  constamment  en  décroissant,  passe  de  —  oo  à  +  ao  et  acquiert 
finalement  la  valeur  •^\  la  racine  dont  la  valeur  initiale  est  p  va 
constamment  en  décroissant  et  acquiert  finalement  la  valeur  a.  De 
même,  la  troisième  racine  décroît  constamment  depuis  y  jusqu'à  ^. 

La  variable  \  croissant  constamment  depuis  — oo  jusqu'à  -J-oo, 
il  y  a  nécessairement  un  instant  où  elle  a  la  même  valeur  que  la 
troisième  racine;  â  ce  moment,  \  étant  égal  à  :r,  on  a 

d'où  il  suit  que  cette  valeur  de  \  est  une  racine  de  l'équation  (i). 

L'équation  (i)  a  ainsi  une  racine  comprise  entre  y  et  p;  on 
prouverait  de  même  qu'elle  en  a  une  comprise  entre  ^  et  a,  une 
autre  entre  a  et  —  oo  et  une  dernière  entre  -f-  od  et  y;  elle  a  donc 
toutes  ses  racines  réelles. 

7.   Comme  application,  je  considérerai  l'équation 
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Pour  que  cette  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et 
il  suffît,  diaprés  ce  qui  précède,  que  Téquation 

5(3ar*H-/>)-4-  2/>ar-f-  3^=0 

ail  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  valeur  de  Ç. 
De  là  résulte  que 

doit  toujours  être  positif;  ce  qui  exige  que  4/>'  -+-  ^TÇ^  et  p  soient 
négatifs.  On  retrouve  ainsi  Féquation  de  condition  bien  connue 


m. 

8.  La  propriété  du  hessien  d'un  polynôme /*  décomposable  en 
facteurs  réels  du  premier  degré,  que  j'ai  mentionnée  plus  haut, 
à  savoir  qu'il  a  une  valeur  constamment  positive,  est  un  cas  parti- 
culier de  la  proposition  suivante,  qui  a  d'utiles  applications. 

Si  le  polynôme  /  est  décomposable  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré  et  si  Von  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  ima- 
ginaire quelconque  a  +  ^Z,  le  coefficient  de  i  dans  toutes  les 
racines  de  Inéquation  S  =  0  est  de  signe  contraire  à  celui  de  p. 

Cette  proposition  est  un  corollaire  immédiat  d'un  théorème  gé- 
néral que  j'ai  démontré  plus  haut  (n^  4). 

En  particulier,  si  l'on  fait  x  =  a  -+-  p/  dans  l'expression 

le  coefficient  de  i  dans  le  résultat  de  la  substitution  est  de  signe 
contraire  à  celui  de  p. 

I]  en  est  de  même  des  diverses  expressions 

(n-i)/'                    (/1-2)/ 
X jif 9  X j^ ,       •  • .  j 

puisque,  quand  l'équation /==  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  les 
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équations  /'=  o,  /"=o,    ...    (*)  jouissent  de   la  même  pro- 
priété. 

9.  Comme  application,  en  désignant  par  f  un  polynôme  décom- 
posable  en  facteurs  réels  inégaux  du  premier  degré  et  par  a  et  b 
deux  constantes  réelles  arbitraires,  je  considérerai  Téquation 

(4)  i,-H_^  =  o. 

En  substituant  successivement  dans  le  premier  membre  de  cette 
équation  — oc,  puis  les  racines  de  Féquationy=  o  et  enûn  H-oo, 
on  constate  aisément  qu'elle  a  toutes  ses  racines  réelles  si  6  est 
<^  o  et  qu'elle  a  au  plus  deux  racines  imaginaires  si  b  est  >  o. 

Dans  ce  dernier  cas,  désignons  par  a-|-  Pe  une  de  ces  racines; 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  Ton  remplace  x  par  cette  va- 
leur dans  l'expression 

le  coefficient  de  i  dans  le  résultat  de  la  substitution  doit  être  de 
signe  contraire  à  p. 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (4),  elle  se  réduit  à 

nb 

X  — 


X  —  a 
et,  en  faisant  :r  =  a  -f-  P«,  à 

^         a  —  a  —  pt 

OÙ  le  coefficient  de  i  est 


H'      (a-a)«-^p«J 


Ayant  donc  i — , — û:<Io,  on  en  déduit  tout  d'abord, 

•^  (a  —  a)*-i-  p*  '  ' 

comme  je  l'avais  trouvé  directement,  que  l'équation  (4)  ne  peut 
avoir  de  racine  imaginaire  que  si  b  est  ^  o. 


(  »  )  Ici,  ainsi  que  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  par  /',  /",  Z*^,  ...  les  déri 
vées  de  /  prises  par  rapport  à  la  variable  x. 
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On  voit  en  second  lieu  que,  si  b  est  >>  o,  et  si  V équation  a 
deux  racines  imaginaires,  elles  sont  renfermées  dans  r inté- 
rieur du  cercle  dont  Inéquation  est 

(X  — a)î-hY*=/i6. 

Il  est  remarquable  que  la  position  de  ce  cercle  ne  dépende  pas  de 
la  valeur  des  racines  de  l'équation /=  o. 

10.  Considérons  une  équation  y  =  o  à  coefficients  réels  ou  ima- 
ginaires; soient/?,  />',  /?",  ...  les  coefficients  de  i  dans  ses  racines 
et  ^  un  nombre  quelconque  égal  ou  supérieur  au  plus  grand  de  ces 
coefficients.  Traçons  dans  lo  plan  la  droite  parallèle  à  Taxe  des 
abscisses  et  dont  l'ordonnée  a  pour  valeur  p;  on  voit  que  toutes 
les  racines  de  réquation/=  o  sont  situées  au-dessous  de  cette 
droite  ou  sur  cette  droite,  et,  en  vertu  d'une  proposition  énoncée 
ci-dessus,  il  en  est  de  même  des  racines  des  équations 

/  =  o,       /''=o,       /'"=o, 
On  en  conclut  que,  si  dans  les  expressions 


/'  r  r 

on  remplacer  par  la  quantité  a+  pf,  où  a  désigne  un  nombre 
réel  arbitraire  et  ^  le  nombre  défini  ci-dessus,  le  coefficient  de  i 
clans  les  résultats  obtenus  est  inférieur  à  ^. 

Soient  F  =  o  une  équation  quelconque  de  degré  n  et  a-t-p* 
celle  de  ses  racines  pour  laquelle  le  coefficient  de  /  a  la  plus  grande 
valeur;  en  posant,  pour  abréger, 


on  voit  que,  dans  les  expressions 

(/i-i)/(a-t-3,:) 


an-?f- 


/'(5t-+-'fJe) 


le  coeflicicnl  de  /est  plus  pelit  que  p. 
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On  trouve  aisément  d'ailleurs 

/(a  +  pi)=F'  (a-f-pi), 
/'(a  +  ?0=Ç(«-t-P'). 


d^oii  la  conclusion  suivante  : 

Étant  donnée  V équation  du  degré  n 

F  =  o, 

désignons  par  a4-  p*  celle  de  ses  racines  (*)  pour  laquelle  le 
coefficient  de  i  a  la  plus  grande  valeur;  cela  posé,  les  coeffi- 
cients de  idans  les  expressions 

F(a-+-pg)       F'(a-hPt) 

sont  tous  positifs, 

H.  Comme  application,  je  me  propose  de  montrer  que  le  poly- 
nôme du  degré  /2,  étudié  par  M.  Hermile  et  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion différentielle  linéaire  du  second  ordre 

(5)  /'-ar/'-h/i/=o, 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Cette  proposition  bien  connue  peut  s'établir  par  les  considéra- 
tions les  plus  élémentaires  ;  je  crois  néanmoins,  dans  cette  question 
importante  de  la  détermination  de.  la  nature  des  racines  d'une 
équation,  qu'il  est  utile  d'étudier  toutes  les  méthodes  qui  peuvent 
conduire  au  résultat. 

Supposons  donc  que  l'équation  /*  =  o  ait  des  racines  imaginaires, 
et  soit  a-h  p/  celle  d'entre  elles  pour  laquelle  le  coefficient  de  i 
est  le  plus  grand.  Je  remarquerai  tout  d'abord  que,   l'équation 


(')  Plus  exactement  :  l'une  quelconque  des  racines  pour  lesquelles  le  coeffi- 
cient de  i  a  la  plus  grande  valeur.  Il  pourrait  se  faire  en  effet  que  plusieurs 
racines  ne  différassent  que  par  leur  partie  réelle. 
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avant  ses  coefficients  réels,  les  racines  sont  conjuguées  deux  à 
deux;  par  suite,  3  a  une  valeur  positive. 
J'observe  ensuite  que  l'expression 

se  réduit  à 

I 

ot  -h  p  i  ' 


en  vertu  de  l'équation  différentielle  (5). 

Or,  le  coefficient  de  i  dans  cette  expression  est  le  nombre  essen- 

tiellement  négatif -5 — ^»  ce  qui,  d'après  la  proposition  énoncée 

plus   haut,  est  impossible.  L'équation  a  donc  toutes  ses  racines 
réelles. 

La   même  démonstration  s'applique  au  polynôme  de  Legendre 
X.^  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus,  on  voit  en- 
core que,  en  vertu  de  cette  équation  différentielle,  l'expression 

/"(«-+-  PO 

se  réduit  à 

I— (g-f-PO» 
•2(a  -+-  pï) 

OÙ  le  coefficient  de  i  a  le  signe  de  l'expression 

—  p(i-+-a«-t-p«) 

et,  cette  quantité  étant  essentiellement  négative,  il  en  résulte  que 
les  polynômes  X;,  ont  toutes  leurs  racines  réelles. 


F\ 


SUR   L'NE 

PROPRIÉTÉ  DES  POLYNOMES  X_  DE  LEGENDRE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

t.  XCI;  1880. 


1.  Étant  donné  un  polynôme  entier  F(x),  on  sait  que  Ton  peut 
toujours,  en  désignant  par  A,  B,  . . .,  H,  K,  L,  ...  des  coeffi- 
cients constants,  poser  identiquement 

F(x)  =  ÀX,„-h  BXp-h. .  .4-  HXr-+-  KX,-+-  LX,-+- 

Je  supposerai  que  les  nombres  entiers  m^  p^  ...  soient  rangés  par 
ordre  croissant  de  grandeur;  cela  posé,  on  peut  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Le  nombre  des  racines  positives  de  V équation  ¥{x)=o^  qui 
sont  égales  ou  supérieures  à  V  unité,  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  variations  que  présentent  les  termes  de  la  suite 

Pour  établir  cette  proposition,  je  ferai  voir  que,  si  elle  est  vraie 
quand  la  suite  précédente  présente  {n  —  i)  variations,  elle  subsiste 
encore  quand  le  nombre  des  variations  est  égal  à  n;  la  proposition 
sera  ainsi  démontrée,  puisqu'elle  est  évidente  quand  tous  les  coef- 
ficients sont  de  même  signe. 

A  cet  effet,  en  supposant  que  la  suite  (i)  présente  n  variations 
et  que  H  et  K  soient  deux  coefficients  consécutifs  et  de  signes 

contraires,  je  considère  l'expression    ^     ?  qui  s'annule  en  même 

temps  que  F(j:)  et  demeure  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 

de  X  égales  ou  supérieures  a  1  unité;  en  posant  -^ =t—  =  —hj^^ 

on  déduit  du  théorème  de  Rolle 

(F)<(/)-t-i  (»). 


(*)  Ici,  comme  dans  lout  ce  qui  suit,  je  désigne  par  (m)  le  nombre  des  racines 
de  l'équalion  u  —  o  qui  sont  égales  ou  supérieures  à  l'unité. 
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On  a  d'ailleurs 

des  deux  équations 

(x^—  i)X],-¥-  ixXp  =  p{p  -^  i)Xp 
et 

où  p  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  on  déduit 

^[(ar«-i)(X;,X,— X;X^ )]  =  [/.(/> -^1)- ^(5 -f-i)]X,,X,; 


d'où 

d 


^^(ar«-i)/(^)=X,*(x), 


ou 


-m  "T-  •  . 


4>(jr)=  A[m(/n  -H  I)—  5(5-4-  i)]Xj 

-+-H[r(r-+-i)— 5(5H-i)]X;.-f-L[/(f-M)— 5(5-M)]Xf-h 

Or,  si  l'on  considère  les  signes  des  coefficients  de  celte  expres- 
sion, on  voit  qu'ils  diffèrent  de  ceux  de  la  suite  (1)  en  ce  que  le 
coefficient  de  X,  est  annulé  et  que  tous  les  coefficients  précédents 
conservent  leur  signe,  tandis  que  le  signe  des  coefficients  suivants 
est  changé;  la  suite  de  ces  coefficients  présente  donc  exactement 
(/i  —  i)  variations,  et  Ton  a,  par  hypothèse, 

(4,)<,i__i. 

De  l'équation  (2)  on  déduit  d'ailleurs,  en  s'appuyant  sur  le  théo- 
rènrie  de  Rolle  et  en  remarquant  que  l'équation  Xj=  o  a  toutes  ses 
racines  inférieures  à  l'unité, 

et  des  inégalités  précédentes  on  conclut  facilement 

la  proposition  est  donc  entièrement  établie. 

2.   Si  l'on  transforme  Texpression  du  polynôme  ^{.r)  en  clian- 

10 
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gcant  les  signes  de  lous  les  polynômes  de  Lcgendre  qui  sont  d'un 
degré  impair,  on  voit  que  : 

Le  nombre  des  racines  négatives  de  V équation  F(^)=o, 
dont  la  valeur  absolue  est  égale  ou  supérieure  à  l'unité^  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  transformée. 

On  en  déduit  que  : 

Si  Inéquation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  si  leur  valeur 
absolue  est  égale  ou  supérieure  à  l'unité^  le  nombre  des  racines 
positives  est  égal  au  nombre  des  variations  du  premier  membre 
de  cette  équation  et  le  nombre  des  racines  négatives  au  nombre 
des  variations  de  la  transformée. 

Si  la  suite  des  polynômes  de  Legendre  présente  une  lacune 
de{oL'-\-i)  termes,  l'équation  a  au  moins  ol  racines  qui  sont 
imaginaires  ou  dont  la  valeur  absolue  est  plus  petite  que 
V  unité. 

Si  un  terme  manque  dans  la  suite  des  polynômes  de  Le- 
gendre et  si  les  termes  avoisinants  sont  de  même  signe,  l'équa- 
tion a  deux  racines  imaginaires  ou  deux  racines  dont  la  va-- 
leur  absolue  est  plus  petite  que  l'unité. 


SUR   LA   SEPARATION 


UE!» 


RACINES   DES   ÉQUATIONS 

DONT  LE  PRESIER  MEMBRE  EST  DÉCOUPOSABLB  EN  FACTEURS  RÉELS  ET  SATISFAIT 

A    UNE    ÉQUATION    LINÉAIRE    DU    SECOND    ORDRE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i.  XCIl:  1881. 


1.  Les  méthodes  connues  pour  effectuer  la  séparation  des  ra- 
cines d^une  équation  sont,  même  dans  le  cas  où  elle  a  toutes  ses 
racines  réelles,  à  peu  près  impraticables  lorsque  son  degré  est  un 
peu  élevé. 

I^  problème  peut  être  posé  de  la  façon  suivante  :  Étant  don- 
née une  quantité  arbitraire  S,  trouver  un  nombre  ol  tel  que  Vin- 
ters^alle  compris  entre  \  et  ol  renferme  au  plus  une  racine  de 
r équation.  On  en  obtient  une  solution  facile  dans  le  cas  où,  Téqua- 
lion  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  le  premier  membre  satisfait  à 
une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

Considérons,  en  effet,  une  telle  équation 

(I)  /(^)=o, 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  du  degré  n  satisfaisant 
à  Téquation  différentielle 


i>  ^  y      c\  ^^y      i> 
djT^       ^  (Ijt        -^ 


et  posons 


F(x,  $)=  \'>Àn  -  i)P*-i-i2(.r  —  \)V^l 

Pour  une  valeur  donnée  de  5,  le  polynôme  F  acquiert  une  va- 
leur négative  quand  on  remplace  x  par  la  valeur  d'une  (|uelconque 
des  racines  de  Téqualion  (i),  sauf  les  deux  racines  qui  avoisinent 
ç.  Pour  ces  deux  racines,  le  polynôme  peut  avoir  une  valeur  po- 
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sJlive;  il  est  d'ailleurs  toujours  positif  pour  j»  =  Ç,  si  l'on  suppose 
que  i  n'annule  pas  P.  Je  ferai  rerparquer  aussi  que  F  est  toujours 
négatif  si  l'on  remplace  ç  et  j:  par  les  valeurs  de  deux  racines 
quelconques  de  l'cqualion  (i). 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  donne  à  $  une  valeur  arbitraire  n*annulant  pas  P,  l'ëqua- 
lion  F(j:,  Ç)=:  o  a  toujours  au  moins  deux  racines  réelles;  en  dé- 
signant par  x'  et  x"  celles  de  ses  racines  qui  avoisinent  Ç,  on  peut 
affirmer  que  chacun  des  intervalles  compris  entre  les  nombres  af 
et  \^  \  et  x^  renferme  au  plus  une  racine  de  l'équation.  La  simple 
substitution  des  nombres  j/,  \  et  x"  fera  donc  connaître  exacte- 
ment le  nombre  des  racines  comprises  dans  ces  intervalles. 

La  méthode  précédente  exige  la  résolution  au  moins  approchée 
d'une  équation  qui,  généralement,  est  d'un  degré  supérieur  au 
second;  mais  il  est  toujours  possible  d'éviter  cette  résolution  en 
se  donnant  la  quantités  (que  l'on  peut,  saufcertaines  restrictions 
indiquées  dans  chaque  cas  particulier  par  la  discussion  du  poly- 
nôme F,  choisir  arbitrairement)  et  en  résolvant  l'équation  F  =  o 
par  rapport  à  la  quantité  ç,  qui  n'y  entre  qu'au  second  degré. 

2.  Comme  exemple,  je  considérerai  le  polynôme  U/i,  étudié 
par  M.  Hermite,  et  qui  satisfait  à  l'équation 


dx^  dx         -^ 


On  trouve  aisément 


¥{Xy^)~  i'i{n  —  \)-\-  1237(5  —  X) 

-^-(?-^)*[('^-^-0^'— 4(/t  — î)(/i--^)l. 

Désignons  par  A  la  plus  grande  racine  de  Téquation  \]n=^  o, 

laquelle,  comme  je  l'ai  montré  (*),  est  inférieure  à  — — ^Z^—  y  et 

V /iH-  a 

par  H  la  racine  qui  la  précède  immédiatement;  cela  posé,  si  Ç  est 
comj)ris  entre  —  B  et  -f-  B,  l'équation  F  =  o  a  ses  quatre  racines 

réelles.  La  plus  grande  est  comprise  entre  A  et ^  et,  comme 

il  est  facile  d'obtenir  une  limite  inférieure  de  la  quantité  B,  on 


(')  Notes  sur  l(t  resolution  des  equdtions  numériques,  p.  (>0. 
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voit  que  l'on  peut  déduire  de  là  une  limite  supérieure  de  A.  La 

plus  petite  racine  est  de  même  comprise  entre -^  et  —  A  ; 

^n  ■+-  2 

quant  aux  deux  autres  racines  a  et  ^,  Tune  a  une  valeur  supérieure, 
l'autre  une  valeur  inférieure  à  celle  de  i,  et  Ton  est  assuré  que  les 
intervalles  compris  entre  les  nombres  a  et  i,  ^  et  ^  renferment  au 
plus  une  racine  de  Téquation  U„=  o. 

Donnons  à  x  une  valeur  arbitraire  comprise  entre  —  A  et  -f-  A, 
et  soient,  pour  cette  valeur  de  x,  Ç'  et  Ç"  les  racines  de  Téquation 
du  second  degré  en  l 

on  peut  également  affirmer  que  chacun  des  intervalles  compris 
entre  Ç'  et  j?,  x  et  Ç"  renferme  au  plus  une  racine  de  Téquation 
proposée. 

3.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  entièrement 
aux  équations  dont  le  premier  membre  est  une  série  indéfinie, 
satisfaisant  à  une  équation  diflerentielle  du  second  ordre  et  qui 
peut  être  regardée  comme  la  limite  d'un  polynôme  entier  ayant 
tous  ses  facteurs  réels.  11  suffit,  dans  tout  ce  qui  précède,  de  sup- 
poser n  infiniment  grand. 

De  pareilles  équations  s'offrent,  par  exemple,  quand  on  égale  à 
zéro  les  transcendantes  de  Besscl  et  certaines  fonctions  circu- 
laires. 

Considérons,  comme  application,  l'équation 


dont  les  racines  sont 


COS  ^'IX  =  0, 

8' 

gir'        '2.5  t:* 
8    '        8     ' 

et  dont  le  premier  membre  satisfait  à  l'équation  différentielle 

^^y      dy 
dx^       dx      -^ 

Un  calcul  facile  donne 

Y(,x,\)=  \^x^^{X-  xn^-%x), 
et,   comme  vérification  d'une  des  propositions  précédentes,  on 
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peut  remarquer  que  cette  expression  doit  avoir  une  valeur  néga- 
tive si  Ton  y  remplace  respectivement  j:  et  $  par  les  nombres  ~  et 

"V"'  ^"*  satisfont  à  Tëquation  cosy/'ix  =  o. 
On  a  donc  Tinégalité 


d'où 


et 


i         3q 

4  A 


::>^>i,.'.. 

J» 


SUR   UNE  EXTENSION 


DE    LA 


RÈGLE  DES  SIGNES  DE  DESCARTES 


(') 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences^  t.  XCIJ;  1H81. 


3.    Soit 

/(t)=  Ax'^-h  Bj-«-'—  Cx-^-h.. .  =  o 

une  équation  du  degré  n. 
En  posant 

fn-i  =  Aa   -f-  B, 
fn-%=\a^    f-Ba-hC, 


on  voit  que  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

(4)  fni     fn-ïi     fn-ii      •••»     fii     Jxi     J 

est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  de  l'équation 
f(^x)=  o,  qui  sont  plus  grandes  que  le  nombre  positif  a  {'^). 

On  peut  obtenir  une  limite  plus  précise,  en  prenant  pour  point 
de  départ  une  règle  due  à  Newton  et  qui  a  été  Tobjet  de  beaux 
travaux  de  M.  Sylvester. 

Formons,  en  efiel,  la  suile 

I  (/«— 2)/î  — (71  — r)/,/,,     (n  —  D/l—n/if,     n/i  —  {n-^i)a//i, 

qui  se  compose  d'un  nombre  de  termes  précisément  égal  au  nombre 
des  termes  de  la  suite  précédente. 


(•)  Nous  avons  supprimé  les  deux  premiers  numéros  de  celte  Noie,  qui  ne  sont 
que  la  reproduction  de  propositions  déjà  données  (p.  27  et  ?.S).  K.  H. 

(')  Ce  théorème  a  été  déjà  démontré  à  la  paj;e  <>.  E.  W. 
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On  démontrera  aisément  la  proposition-suivante  : 

Le  nombre  des  racines  de  Véquation  f{x)=^  o,  qui  sont  su- 
périeures à  a,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la 
suite  (4)  qui  correspondent  à  des  permanences  de  la  suite  (5). 

Cette  règle  sera  souvent  d'une  application  plus  commode  que 
celle  de  M.  Sylvester,  puisqu'elle  exige  seulement  le  calcul  des 
nombres/,,,  /«_i,  •  •  •?  /i>  />  dont  la  valeur  s'offre  d'elle-môme 
quand  on  calcule  le  nombre /(a). 

Comme  application,  je  considérerai  l'équation 

x^ —  7.37*-*-  3a7  —  3  =  0. 

Cette  équation  ne  peut  avoir  de  racine  négative.  En  substituant 
+  I  dans  la  transformée  en  -?  on  voit  immédiatement  qu'elle  n^a 

X  * 

pas  de  racine  inférieure  à  -f-  i.  En  substituant  -h  i  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation,  on  obtient  la'suite 

-+-I,       —I,       -h'2,       —I, 

qui  présente  trois  variations;  Téquation  peut  donc  avoir  une  ou 
trois  racines  positives. 

Mais,  si  l'on  forme  la  suite  auxiliaire 

-hi,    — 3,    -+-5,     -h  II, 

on  voit  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  variation  de  la  première  suite  à 
laquelle  corresponde  une  permanence  dans  la  seconde. 

L'équation  proposée  a  donc  une  seule  racine  réelle  qui  est  su- 
périeure à  l'unité. 


■•«•■ 


SUR   LA   SEPARATION 


DES 


RACINES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^  t.  XCII;  1881. 


1.  On  peut  trouver  aisément  un  grand  nombre  de  théorèmes 
qui  fournissent  une  limite  du  nombre  des  racines  d*une  équation 
qui  sont  comprises  entre  deux  nombres  donnés.  Il  semble  même 
que  cette  multiplicité  de  propositions  obscurcisse  la  question  plu- 
tôt qu^elle  ne  l'éclaircit^  c'est,  en  effet,  un  problème  difficile  à 
résoudre  que  de  déterminer,  une  équation  étant  donnée,  quelle 
est  celle  des  règles  dont  l'emploi  est  le  plus  avantageux.  Je  crois 
néanmoins  que  leur  étude  est  de  la  plus  grande  importance;  dans 
la  pratique,  les  équations  se  présentent  en  effet  sous  des  formes 
bien  différentes,  et  chaque  forme  d'équation  donne  lieu^à  des 
théorèmes  spéciaux  dont  chacun  présente  des  avantages  particu- 
liers. 

J'en  ai  déjà  donné  un  exemple  en  montrant  comment  la  règle 
des  signes  de  Descartes  s'étend  au  cas  où  le  premier  membre  de 
Téquation  est  exprimé  au  moyen  des  polynômes  de  Legendre  ou, 
plus  généralement,  au  moyen  de  polynômes  satisfaisant  à  une 
équation  linéaire  du  second  ordre.  Voici,  dans  le  même  ordre 
d'idées,  quelques  propositions  très  simples  et  qui  peuvent  être  de 
quelque  utilité. 

2.  Soit,  en  désignant  par  co  une  quantité  positive  quelconque  et 
par 

des  quantités  réelles  quelconques  rangées  par  ordre  croissant  ou 
décroissant  de  grandeur, 

F(x)=  ,—-"--..  +  r^L^,,-^...^         ''""" 


(r  — ao)"       (t— a,)">  (a-  — a„-i)«" 
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Cela  posé,  Ç  dcsifj^nant  une  quanlilé  quelconque  comprise  entre  a/ 
el  a/^i ,  le  nombre  des  racines  de  r équation  F(jc)  =  o,  qui  sont 
comprises  entre  \  et  a/^,,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 


A/ 4-1 A/^j 


A,;^^^ 

(X— a/_i><«> 


A/ 


(jr  — a/> 


a> 


Comme  application,  considérons  Téquation 


j'  —  •>. 


i      X  —  5 


-  =  o. 


En  désignant  par  s  une  quantité  infiniment  petite  et  en  substi- 
tuant successivement  — x,  '>.-+-£,  5  —  e,  4- ao,  on  trouve  les 
suites  suivantes  : 


I  —  I     r    I  .        I  —   J   -H  X, 


—  I  -h  J  —  X,       I  —  I  -h  I 


Comme  elles  ne  présentent  aucune  alternance,  on  en  conclut  que 
la  proposée  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

3.   Si  (O  est  une  quantité  positive  quelconque^  l* équation 

(i  -\-  b  ./■  -i-  cx(  .r  —  w  )  -t-  dx{x  —  to)(x  —  2ai)-t-...=  o 

a  au  moins  autant  de  racines  positives  que  l'équation 

a  -h  b  r  -i-  ex*-!-  dr^-h. .  .=  o  (M- 

Soit,  par  exemple,  le  polynôme  hypergéométrique  du  degré  n 


V(r)  =  i 


n  .r        n(  n  —  \  \  .r(jr  —  to  ) 

la  I .  •>.  a  (  a  -h  I  ) 

nui  —  f  )  (  //  —  •}.)  ./•(  .r  -  -  to  )  (  X  —  V»  w  ) 


\  .->..  i 


a  (  a  -r-  n  (  a  -h  •>.  ) 


•  •  j 


on  a  et  (o  désignent  des  quantités  positives  quelconques  ;  il  ré- 
sulte de  la  proposition  précédente  que  l'équation  F(ir)=  o  a  au 
moins  autant  de  racines  positives  que  Téquation 


//  ./•        n(  /i  —  1  )        x^ 

la  I  .  -2         a  (  a  -T-  I  ) 


ru  N  —  i)( n    '  'i)      x^ 


i  ,i.'\ 


I  .  '2  .  3 


.  .  .  =  o. 


(  '  )    \(>ir  page  -»j. 


E.   H 
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Or  celte  dernière  a  ses  n  racines  réelles  et  posilivcs,  comme  ou  le 
voit  aisément  par  Téquation  dinerentielle 

H^  y      ,  dy 

à  laquelle  satisfait  son  premier  membre.  L'écpialion  F(.r)=o, 
qui  est  également  du  degré  /i,  a  donc  toutes  ses  racines  réelles  et 
positives  (*). 


(*)   Nous   supprimons  la  fin  de  cette  Note,  qui  n'est  que  la  reproduction  des 
paf^es  1 1  et  i3.  K.  H. 


SUH 

LES   ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES 

DE  LA  FORME   ——h ^-h...H ^^î— =  o(>). 

X  —  a©         X  —  cil  X — Un 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  t.  XGIll;  1881. 


3.  Soient  S  el  i'  deux  nombres  arbitraires  ne  comprenant  aucune 
des  quantités  ^o,  aj,  ai^  . .  . ,  et  tels  que  les  nombres 

...,     Oi-t,    «1-1,     ï,     Ç',    a/,    a/^-i,     ... 

forment  une  suite  croissante  ou  décroissante. 

Le  nombre  des  racines  de  Téquation  proposée,  qui  sont  com- 
prises entre  ^  et  ^',  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  des 
termes  de  la  suite 

A/  A/->-|  Xj^t  A/-I 

\f  A/h-i  A/-HJ  A/_i 


A/  A/-H  A/>t  A/-I 

y  ~T~    k  ï"  kf  •    •  •  •    I     b<  > 


\i-  A/H-i  A/-J-J  A/_ 


1 


?  —  «/       Ç  —  «/-hi       5  —  a/+î        *  *      Ç  —  ««- 

J'ajouterai  la  remarque  importante  qui  suit  : 

Si  Ton  désigne  repectivement  par  P  et  par  Q  le  plus  petit  et  le 
plus  grand  des  nombres  compris  dans  le  Tableau  précédent,  la 
valeur  de  la  fonction 

A  0  A I  A  /, 


T  —  ai)       X  —  (Il  X  —  a,i 

demeure  toujours  comprise  entre  P  et  Q,  lorsque  x  varie  enlre  q 

cti'. 


('  )  Nous  avons  suppriiiu'î  les  n"*  \  cl  '2  de  celle  Noie,  qui  ne  sont  que  la  repro- 
duction du  lliêorèuie  dénionlré  à  la  pafje  ^|i.  K.  |{. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  ALOÉDRIQUES.  lô; 

4.  Les  considérations  précédenles  trouvent  une  application 
immédiate,  lorsque  le  polynôme  du  degré  /?,  qui  forme  le  premier 
membre  d'une  équation,  est  déterminé  par  les  valeurs  qu'il  prend 
pour  (/i  -h  i)  valeurs  de  la  variable. 

Pour  en  donner  un  exemple  simple,  soit  le  polynôme  u  déter- 
miné par  les  conditions  que,  pour  les  valeurs  de  x  égales  à  a, 
a -f- A,  a-\-2h,  ...,  a-\-nh,  il  prenne  respectivement  les  va- 
le  urs£/o9  <^i7  ^29  ,.  -y  U/i]  on  aura,  en  supposant  h  positif,  la  pro- 
position suivante  : 

Le  nombre  des  racines  de  r équation  w  =  o,  qui  sont  infé- 
rieures à  a,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la 
suite 

Uq  —  nui  H ^^ W|  — . . .  ±  Wrt, 

1 ,1 

et  le  nombre  des  racines,  qui  sont  supérieures  à  a  4-  nh^  est 
égal  au  plus  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

n(n—\)  , 

I  .2 

5.  Lorsque  Ton  suppose  que  les  quantités  a^^  ^i,  ^2,  . .  •  sont 
en  nombre  infiniment  grand  et  infiniment  peu  différentes  les  unes 
des  autres,  on  obtient  diverses  propositions  intéressantes  relati- 
vement aux  équations  de  la  forme 

b 


. 


Z  —  X 
a 


OU /{z)  désigne  une  fonction  quelconque  de  z^  continue  ou  dis- 
continue,  elÂ  une  quantité  constante. 

On  peut  aussi  considérer  d'une  façon  plus  générale  l'équation 

b 


I 


f^'^     d.  =  K. 


{z^x) 


(ù 


où  <■>  désigne  un  nombre  positif  quelconque.  Les  intégrales  qui  en 
constituent  le  premier  membre  se  présentent,  comme  on  le  sait, 
dans  plusieurs  questions  importantes  de  l'Analyse.  Mais  je  ne  sau- 
rais ici  m'étendre  sur  ce  sujet,  sur  lequel  j'aurai  l'occasion  de  re- 
venir, si  l'Académie  veut  bien  me  le  permettre. 


SUR 


LES  ÉQUATIONS   DE  LA  FORME 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences ^ 

t.  XCIII;  1881. 


(')  Nous  supprimons  entièrement  cette  Note,  qui  n'est  que  la  reproduction  de 
propositions  déjà  données  (p.  24»  35,  38,  ag,  3o,  3i,  38  et  39).  E.   R. 


sua 


L'INTRODUCTION  DES  LOGARITHMES 

DANS    LES    CRITERIUMS    QUI    DÉTERMINENT    UNE    LIMITE   SUPÉRIEURE    DU   NOMBRE 

DES    RACINES    d'UNE    ÉQUATION 
QUI    SONT   COMPRISES   ENTRE    DEUX   NOMBRES    DONNÉS    (')  . 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  t.  XCIll;  1881. 


2.   On  peut,  dans  un  grand  nombre  d'applications  du  théorème 
du  n®  2o  (p.  39),  éviter  l'emploi  des  logarithmes. 
Considérons,  par  exemple,  Téquation 

(i  )  AoJ^''>H-  AiJ7"i-f-  AjT^i-t-. . .-+-  A,i;r«n=  o, 

où    a©,  <2|,  «2^  •••?  ^n  désignent  des  nombres   croissants  arbi- 
traires,   rationnels  ou  irrationnels. 

Si  l'on  pose  x  =  ^■"^*,  le  nombre  m  des  racines  positives  de 
l'équation  (i),  qui  sont  comprises  entre  zéro  et  un,  est  égal  au 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation 

Ao^-^".'»  -+-  Ai^-«t>  -f_  A2^-''^-^  — . .  .-H  A„é'-''".>  —  o, 
ou  encore,  co  désignant  une  quantité  arbitraire,  de  l'équation 

Ao/»<««>-ao'r-|-  A,^(w-«,)r_|_  \^c^tù-a,)y^^  ,    _^  A„  ^<<'>-""'.>  =  o. 

Supposons  le  nombre  to  tellement  choisi  que  toutes  les  quantités 

soient  positives. 

En  faîsantapplication  de  la  proposition  précédente  et  en  conser- 
vant les  mêmes  notations,  relativement  aux  quantités/>o,/?i, . ..,  />//, 


(  »  )    Mous  avons  supprimé  le  n"  1  de  cette  Note,  qui  n'est  que  la  reproduction  du 
iliéorcmc  du  n»  25  (p.  39).  K.  U. 
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on  voit  que  m  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 
Polog ,    Polog ^-/?llog ••., 

'^       °  a>  —  «1       ^       "  o)  —  ai       '^       °  to  —  fli 
» 

tu  —  ûti  tu  —  éZt  tu  —  <jtfi 

Si  nous  donnons  à  (o  une  très  grande  valeur,  on  a  sensiblement 

tu  —  Gi        Oi^x  —  ai 

D^où  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  racines  positives  de  V équation  (\)^  qui  sont 
inférieures  à  V unité,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  varia- 
tions  de  la  suite 

m 

Po{ai—  «o)»    Po(ai  —  ao)-f-^i(aj  — a,), 
/?o(a,  — ao)-f-/?i(aî— ai)-+-/?j(a3— «î), 


/>o(«i—  ao)'\-pi{at—  a, )-»-... -h /?„_,( a;,— «;,_,),    p„, 

proposition  que,  dans  ma  précédente  Communication  (*),  j'avais 
déduite  de  la  considération  de  Tintégrale 

0 

3.   Une  autre  application  importante  du  théorème  fondamental 
se  rencontre  dans  Tétude  des  équations  de  la  forme 


Ao       .        Al       ,        Aj  Art 


X  —  «0         ^ — «I         ^  —  ^1  ^  —  ^a 


o; 


j'ai  déjà  donné  des  règles  permettant  de  déterminer  une  limite  du 
nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  deux  nombres  don- 
nés; mais  celles  que  Ton  oblient,  en  suivant  la  voie  que  je  viens 
d'indiquer,  sont  presque  aussi  simples  et  beaucoup  plus  précises 
dans  un  grand  nombre  de  cas. 


(  '  )    Voir  page  38.  E.   R. 


SUR  LA  DISTRIBUTION,  DA\S  LE  PLAN, 


DES 


RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE 

DONT  LE  PREMIER  MEMBRE  SATISFAIT  A  UNE  ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE  LINÉAIRE  DU  SECOND  ORDRE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences ^ 

t.  XCIV;  1883. 


i.  Il  est  important,  dans  un  grand  nombre  de  questions,  de  dé- 
terminer, au  moins  approximativement,  dans  quelle  région  du 
plan  sont  situées  les  racines  d'une  équation  algébrique.  La  mé- 
thode suivante  peut  être  employée  utilement  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  et  notamment  quand  le  premier  membre  deTéqua- 
tion  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre. 

Elle  repose  sur  la  proposition  suivante,  qui  résulte  immédiate- 
ment des  théorèmes  que  j'ai  donnés  dans  mes  Notés  sur  la  réso- 
lution des  équations  numériques, 

Soit/(j:)  un  polynôme  du  degré  /i,  et 

^  "  ^  /'(^)  ' 

supposons  que  Tune  des  racines  de  Téquation 

(i)  /(^)=o 

soit  i-l- 711,  et  désignons  par  M  Taffixe  de  cette  quantité;  dési- 
gnons de  même  par  M'  l'affixe  de  la  quantité  X  quand  on  y  fait 
jr  =  i-f-T,i.  Cela  posé,  si  par  M  on  fait  passer  un  cercle  (ou  une 
droite)  tel  que  l'une  des  régions  du  plan  déterminées  par  ce  cercle 
ne  contienne  aucune  racine  de  l'équation  (i),  le  point  M'est  né- 
cessairement dans  l'autre  région. 

Pour  montrer,  par  un  exemple  simple,  l'usage  que  l'on  peut 

1 1 
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faire  de  celte  proposition,  je  considérerai  le  polynôme,  de  degré 
n,/{x)  qui  satisfait  à  Téquation  du  second  ordre 

et  qui  est  le  dénominateur  de  la  réduite  de  degré  n  de  e^. 

En  vertu  de  cette  équation  différentielle,  pour  toute  racine  de 

l'équation  (i), 

f{x)=  o, 

on  a 

x(jr  -»-  2) 


X  = 


'ÀU  -h  X 


Si  ^^Ç  4-^  test  la  racine  de  Féquation  (i),  dont  le  module 
est  le  plus  petit,  on  aura,  par  suite  de  la  proposition  énoncée  ci- 
dessus, 

,ar(ar-i-2) 

mod  — ^^ >  modo:, 

•An  -h  X 

d'où  Ç  <  —  (/i  4-  i)  et,  a  fortiori,  mod(j?)>'  /i  4-  i. 

On  en  conclut  que  le  module  d'une  racine  quelconque  est  plus 
grand  que  n  +  i . 

2.  En  désignant  par  m  une  quantité  réelle  quelconque,  consi- 
dérons toutes  les  droites  parallèles  à  la  droite  qui  a  pour  équation 
mir^  H-  i  =  o.  Supposons  que  cette  droite  se  meuve  parallèlement 
à  elle-même,  le  point  où  elle  rencontre  Taxe  des  Ç  se  déplaçant 
toujours  dans  le  même  sens  vers  l'extrémité  positive  de  cet  axe. 

Soit  X  =  l-hrii\ai  première  des  racines  de  l'équation  (i)  qu'elle 
rencontre  pendant  ce  déplacement.  Il  est  clair  que  toutes  les 
autres  racines  sont  situées  d'un  même  côté  de  celte  droite  et  dans 
la  région  qui  ne  contient  pas  le  point  Ç  =  —  00.  Il  en  résulte  que 
si,  pour  celle  valeur  de  x,  on  pose 

on  a 

Un  calcul  facile  donne 


i  n  r, 


J 
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d'où 

{•-f-  7)» -4-  2/1 5  -4-  imnr^  <  o. 

Construisons  le  point  A  dont  les  coordonnées  sont  \  =  — 2n 
et  71  =  o  ;  on  voit  que  Téquation  Ç^  +  t^^ H-  a/i ( Ç  H-  /wti)  =  o  est 
celle  d'un  cercle  passant  par  le  point  Â  et  Torigine  des  coordon- 
nées; la  tangente  à  Torigine  est  d'ailleurs  la  droite  \  +  mr[  =  o. 

D'où  la  conclusion  suivante  :  Tout  cercle  passant  par  les  points 
O  et  A  renferme  au  moins  une  racine  de  l'équation;  si,  par  les 
divers  points  racines  de  l'équation  contenus  dans  ce  cercle,  on 
mène  des  perpendiculaires  au  diamètre  passant  par  l'origine  O,  et 
si  l'on  considère  celle  de  ces  droites  qui  est  la  plus  éloignée  du 
point  O,  toutes  les  racines  sont  situées  d'un  même  côté  de  cette 
droite  et  dans  la  région  du  plan  qui  contient  le  point  O. 

Soit  O)  le  point  diamétralement  opposé  àO  sur  ce  cercle;  ce 
point  est  situé  sur  la  droite  AA'  élevée  perpendiculairement  en  A 
à  l'axe  des  \\  si  l'on  mène  par  (o  une  droite  perpendiculaire  à  Oco, 
toutes  les  racines  seront  a  fortiori  situées  d'un  même  côté  de 
cette  droite;  elles  sont  donc  situées  dans  l'intérieur  de  la  courbe 
enveloppée  par  cette  droite  lorsqu'on  fait  varier  le  rayon  du  cercle, 
courbe  qui  n'est  autre  que  la  parabole  P  ayant  O  pour  foyer  et 
AA'  pour  tangente  au  sommet. 

On  peut  encore  limiter  davantage  la  portion  du  plan  qui  con- 
tient les  racines.  Ce  sera,  si  l'Académie  veut  bien  me  le  permettre, 
l'objet  d'une  nouvelle  Note,  dans  laquelle  je  communiquerai  éga- 
lement les  résultats  auxquels  on  parvient  en  appliquant  la  méthode 
précédente  aux  polynômes  hypergéométriques  F( — /i,  p,y,a:), 
qui  satisfont  à  l'équation  difTérentielle  du  second  ordre 

3.  En  conservant  les  désignations  dont  j'ai  fait  usage  dans  ma 
Note  précédente,  considérons  un  cercle  passant  par  les  points  O 
et  A  et  coupant  en  N  la  parabole  P.  La  droite  menée  par  N  per- 
pendiculairement au  diamètre  du  cercle  jouit  évidemment  de  la 
propriété  que  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  sont  situées  d'un 
même  côté  de  cette  droite.  Lorsqu'on  fait  varier  le  rayon  du  cercle, 
cette  droite  enveloppe  une  courbe  P'  passant  par  le  point  A  et 
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contenanl  toutes  les  racines;  de  cette  courbe  P",  on  déduira  de  la 
même  manière  une  infinité  d'autres  courbes  P",  P",  .  . .  jouissant 
de  la  même  propriété  et  (jui  auront  pour  limite  une  courbe  ic  ca- 
ractérisée par  les  conditions  suivantes  : 

1°  Elle  passe  par  le  point  A; 

a"  Si  N  désigne  un  de  ses  points  et  si  Ton  construit  le  cercle 
déterminé  par  les  points  O,  A  et  N,  la  langeDte  à  la  courbe  au 
point  N  est  perpendiculaire  au  diamètre  de  ce  cercle  qui  passe 
par  le  point  O, 

D'où  l'équation  différentielle  suivante  : 


dont  l'intégrale  est,  en  coordonnées  polaires,  p^  ~^- . 

La  constante  arbitraire  f:  se  détermine  par  la  condition  que  la 
courbe  passe  par  le  point  A,  et  l'on  voit  que  l'on  doit  faire  k  =  o. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Les  racines  de  réquationy(:c)^  o  sont  toutes  situées  en  de- 
hors du  cercle  tracé  autour  de  l'origine  avec  un  rajon  égal  à 
{n-\-  i),  et  toutes  situées  dans  l'intérieur  de  la  branche  de  courbe 
transcendante  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  ta  depuis  —  ;:  jus- 
qu'à -l-n  dans  l'équation 


4.  La  méthode  précédente  s'applique  à  l'équation  dont  le  pre- 
mier membre  est  le  polynôme  bjpergéométrique 

qui  satisfait  à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 


"');; 


^[(n- 


,  +  ,_„  +  ,,$:^ 


Je  considérerai  seulement  les  racines  pour  lesquelles  le  coefiG- 
cient  de  î  est  nul  ou  positif,  en  sorte  que,  u  ^  Ç  -{-  r,  ï  désignant 
une  quelconque  de  ces  racines,  on  ail  t|  ^  o.  Cela  posé,  en  faisant, 
pour  abréger,  {ji  =;  /t  —  i ,  on  obtient  sans  peine  le  Tableau  sui- 
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vanl,  où,  en  regard  des  conditions  auxquelles  satisfont  les  nombres 
a  et  P,  j'ai  placé  les  limitations  correspondantes  relatives  à  Ç  et  r,. 

p  —  a  <  o,  [X—  [5  <  o ^i  =Oj  touteslesracinessont  réelles 

a-4-{i<o,  fi— p<o idem 

aH-{i<o,  3  —  a<o idem 

P  <  o,  ?«  <  a* mod»  tu  >  i-^ 

P  <  o,  P«  <  a* modtu  >  i 

?<O,P«<0~a-Jx)« „,od«  ;;^   >  ^-p^i^ 

?<o,?«>0-a-Hi)« '"o^  ;;;7zr7 > ' 

a  >  o,  P*  >  a* mod  tu  <  i 

6» 
ot  >  o,  3*<  a* inod»tu<  '-^ 

a>o,a«<(?  — a— tx)« mod»(tu  — i)<  ^-^ ^^     ^ 

a>  o.  a'Xp  — a  —  fi)* mod  (tu  —  i)<i 

p  — a-|x>o,  pî<(p-a-ji)»....      mod^j^i^Wi 

?-a-^>o,p«>(?-a-,x)»....      mod»(;;^^)<^^_f_^^^, 

P  —  a  — |i>o,  a*<(3  — a  —  fi)' mod(a>  —  i)>  i 

P_a_jx>o,  a«>(3-a  — fi)»....      mod»(tu  — i)>  (p  — «  — f^)* 

a_H.>o,(^-?K«-P;>o ,_<V^ZEE|EE) 

^-.?<o,(,-.,)(,-?)>„ ^^<_v/iiL±iiKp?) 

5.  Tels  sont  les  premiers  résultats  auxquels  conduit  la  méthode 
exposée  ci-dessus  relativement  aux  polynômes  hypergéométriques. 

Pour  obtenir  des  limitations  plus  précises,  il  serait  nécessaire 
de  construire  et  de  discuter  des  courbes  du  troisième  et  du  qua- 
trième ordre. 

Je  ferai  observer  à  ce  sujet  que  la  méthode  proposée  est,  à  pro- 
prement parler,  une  méthode  à^exhaitstion,  qui  permet  de  limiter 
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de  plus  en  plus  la  portion  du  plan  occupée  par  les  racines.  Dans 
le  cas  général,  la  difficulté  des  constructions  et  la  complication 
des  calculs  bornent  bientôt  les  résultats  que  Ton  peut  obtenir^ 
mais,  par  une  équation  particulière,  on  peut,  sans  trop  de  difB- 
cultés,  pousser  assez  loin  la  limitation  cherchée  et,  au  besoin ,  faire 
usage  de  constructions  graphiques  et  d'une  épure. 


SUR  QUELQUES 

ÉQUATIONS    TRANSCENDANTES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

t.  XCIV;    i88a. 


1.  Les  théorèmes  de  Rolle  et  de  Descartes  s'appliquent  aux 
équations  transcendantes;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  des  consé- 
quences si  simples,  si  nombreuses  et  si  importantes  que  Ton  dé- 
duit de  ces  deux  propositions,  relativement  aux  équations  dont  le 
premier  membre  est  un  polynôme  entier;  elles  ne  subsistent 
qu'exceptionnellement. 

L'étude  des  équations  cosa:  =  o  et  sin:r  =  o  n'a  pas  appelé  l'at- 
tention sur  ce  point  :  les  fonctions  transcendantes  cosx  et  sino: 
jouissent  en  effet  de  toutes  les  propriétés  des  polynômes  entiers; 
mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  considère  la  fonction  ho- 
lomorphe  G(:r),  inverse  de  la  fonction  T(x)  de  Legendre  et  in- 
troduite dans  l'Analyse  par  M.  Weierstrass. 

Dans  sa  remarquable  thèse  Sur  le  développement  en  séries 
des  intégrales  eulériennes,  M.  Bourguet  a  donné  en  particulier 
le  développement  de  0{x)  suivant  les  puissances  croissantes  de  x 
et  l'étude  de  ce  développement  a  révélé  des  irrégularités  singu- 
lières tant  dans  les  signes  des  coefficients  que  dans  leur  valeur 
numérique. 

Il  semble  donc  de  quelque  intérêt  d'étudier  quelles  sont  les  pro- 
priétés élémentaires  des  équations  algébriques  qui  s'appliquent 
aux  équations  transcendantes;  et  à  cet  égard  je  distinguerai  les 
fonctions  transcendantes  holomorphes,  dont  les  facteurs  pri- 
maires sont  de  la  forme  e*f  i j  et  dont  le  type  général  est 

.r 


"-'(-f) 


Pour  abréger,  je  les  appellerai  transcendantes  du  genre  un,  les 
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transcendantes  du  genre  zéro  étant  celles  dont  les  facteurs  pri- 
maires ne  renferment  pas  d'exponentielle. 

2.  Cela  posé,  en  désignant  par  F(a:)  une  transcendante  du  pre- 
mier genre  et  en  me  bornant  au  cas  où  l'équation  F(j;)^  o  a 
toutes  ses  racines  réelles,  j'énoncerai  les  propositions  suivantes  : 

Toutes  les  dérivées  de  F  (a:)  sont  également  des  transcen- 
dantes du  premier  genre  et  les  équations 

F'(x)=o,        E'(a7)=o, 

ont  toutes  leurs  racines  réelles  (*). 

En  désignant  par  (1)  une  quantité  réelle  quelconque,  si  Ton  pose 

F(a7  -f-a>i:)=  U  -H  tV, 

Téquation  )wU  -h  [J^V  =  o  a,  quelles  que  soient  les  quantités  réelles 
X  et  [JL,  toutes  ses  racines  réelles. 

En  désignant  par  ^o  -h  a^x  -{-  a-^x^  + . . .  le  développement  de 
F(x),  on  a  les  inégalités 

théorème  déjà  énoncé  par  Newton  dans  le  cas  où  F(a:)  est  un  po- 
lynôme entier. 

En  appliquant  cette  dernière  proposition  à  la  transcendante 
(j{x)  et  en  désignant  par  a^^  «2?  •  *  •  i  ctn  les  valeurs  des  coeffi- 
cients de  son  développement,  on  voit  que,  si 

est  négatif,  a„^^  et  a,t_s  sont  affectés  de  signes  contraires.  Cette 
circonstance  se  présente  fréquemment,  à  cause  même  des  irrégu- 
larités que  présente  la  suite  des  valeurs  numériques  des  coefficients 
et  de   là  de   nombreuses  vérifications  des  Tables   calculées  par 

M.  Bourguet,  tant  pour  le  développement  de  G(x)  que  pour  celui 

j     e^xG{x      .    ,        G(x) 
de ^^  et  de    -  ^— '- . 

(')  .\r.  Ilcrmite  avait  déjà  dcmonlré  [Sur  rinlégrale  eulerienne  de  deuxième 
espèce  {Journal  de  Borchardt,  l.  90)]  <|ue  G'(x)—  o  a  toutes  ses  racines  réelles, 
et  sa  (témonstralion,  qui  s'appuie  sur  la  méthode  de  Plana,  s'élend  d'elle-même 
au  cas  d'une  transcendanic  quelconque  du  premier  genre.  A  celte  occasion, 
M.  Ilermilc  m'a  dit  tenir  de  M.  Genocclii  (juc  la  métiiode  généralement  attribuée 
à  Plana  a|)partient  en  réalité  à  F    Chio. 
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3.  En  désignant,  comme  ci-dessus,  par  F(x)une  transcendante 
du  genre  un  et  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  soit 

le  développement  de  :p — - 

Posons,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque, 

0{X)=  -+- i-.  .  .  -r-   —. -+-  »/|  f 

1.2. . .71  l.2...(/I  — I)  I.i  I 

on  démontrera  aisément  que  chacune  des  équations 

<p(j?)=o,        ç>'(j-)=o,        o'(x)=o,        g"'(x)=o. 

a  au  plus  une  racine  réelle. 

En  particulier,  si  n  est  pair,  Téquation  o{x)=o  a  toutes  ses 
racines  imaginaires  ('  ),  et  par  suite  rt©  et  an  sont  de  même  signe. 

Si  Ton  pose  -^^ —  =f(^x),  on  en  déduit  que  toutes  les  fonctions 

r  {x) 

fix),    f{x),    /"(X),      ... 

sont  de  même  signe,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à  la 
variable. 

On  voit  aussi  que,  dans  le  développement  des  diverses  fonctions 

xT{x),     x(x-hi)T(x), 
x(X'^ï)(x-hi)r(x),    x(x -{-i)(x -i- i)(x-^^)T{x),     ..., 

les  coeflicients  de  toutes  les  puissances  paires  de  x  sont  positifs. 
En  posant,  avec  M.  Bourguet, 

x(x-{-i)T(x)=  Bo-f-  Bi^r-h  BjiF*-4-.. ., 

on  en  conclut  aisément  que,  pour  toutes  les  valeurs  paires  de  i, 
les  quantités 

2B/-+-B/_,,    6B/-+-5B/_,-+-B/_,,    24B/-4- 26B/.-,-+- 9B/_,-h  B/-,,     ... 


(*)  Il  en  résulte  nécessairement  que  l'équation 
a  également  toutes  ses  racines  imaginaires. 
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sonl  positives.  La  même  chose  n'a  pas  lieu  pour  les  valeurs  im- 
paires de  i;  les  signes  des  quantités  précédentes  varient  alors 
d'une  façon  irrégulière. 

Toutes  ces  quantités  tendent  du  reste  très  rapidement  vers  zéro, 
et  Ton  déduit  de  là  un  moyen  de  calculer  de  proche  en  proche  les 
valeurs  approchées  des  coeflicients. 

La  relation  6B|g+ 5B|7  4- B|o>>  o  donne,  par  exemple,  quand 
on  y  remplace  B17  et  Bie  par  leurs  valeurs, 

Bu  >  0,00000190646; 
la  valeur  donnée  par  M.  Bourguet  est 

Bis  =  0,000001 90649. 

Les  considérations  qui  précèdent  suffisent  pour  mettre  en  évi- 
dence le  rôle  important  que  joue,  dans  la  théorie  des  équations 
transcendantes,  la  notion  des  facteurs  primaires,  dont  on  est  re- 
devable à  M.  Weierstrass. 


■••■■ 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DU  GENRE 

d'une 

FONCTION  TRANSCENDANTE  ENTIÈRE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences ^ 

t.  XCIV;    1882. 


1.  Un  grand  nombre  de  propositions  relatives  aux  équations 
dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  s'étend  au  cas  où 
le  premier  membre  est  une  fonction  transcendante  entière,  lorsque 
cette  transcendante  est  du  genre  o  ou  du  genre  i  (*). 

F(^)  désignant  une  fonction  de  cette  espèce,  on  peut,  par 
exemple,  affirmer  que  deux  racines  consécutives  de  Téquation 
F(j:)=o  comprennent  une  racine  de  la  dérivée  et  n'en  com- 
prennent qu'une;  ou,  si  l'on  veut  encore,  que  deux  racines  de 
la  dérivée  comprennent  une  racine  de  l'équation  proposée  et 
n'en  comprennentqu'une;d'oùen  particulier  cette  conséquence  : 
siy  en  substituant  dans  F(â:)  deux  racines  consécutives  de  la  déri- 
vée, les  résultats  obtenus  sont  de  même  signe,  l'équation  F(:r)=  o 
a  des  racines  imaginaires. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  ferai  remarquer,  en  sup- 
posant, pour  simplifier,  que  F(2?)=  o  ait  toutes  ses  racines  réelles 
sans  avoir  de  racines  égales,  que  la  fonction  (*) 

V 

(  *  )  Voir  ma  Note  Sur  quelques  équations  transcendantes,  insérée  dans  les 
Comptes  renduSf  séance  du  23  janvier  1882. 

(  *  )  Plus  généralement,  F{x)  désignant  une  transcendante  du  genre  zéro  ou  du 
genre  i,  les  équations 

F(a)  +  ajrF'(a)-+-F''(a)jr'=o, 

F(a)-t-  3arF'(a)-+-  3x'F'(a)H-  F''{a)x'  =  o, 

F(a)-^4jrF'(a)-*-6a?'F'(a)-h4F''(a)a;»-hFiT(a)jr*=o, 

ont  toutes  leurs  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  quantité  réelle  a^  si  F(x)=  o 
a  toutes  ses  racines  réelles. 


on  a  donc  également 
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a  toujours  une  valeur  positive  pour  une  valeur  réelle  quelconque 
de  X,  En  désignant   par  a  et    ^   deux  racines   consécutives   de 

F'(d:)=  o,  on  a 

F(a)F"(a)<o        et        FO)F'(?)<o, 
d'où 

F(a)F(P)F'(a)r(P)>o; 

on  a  du  reste,  en  vertu  d'une  propriété  connue, 

F''(a)F'(P)<o; 

F(a)FO)<o, 
ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

2.  Considérons  Téquation  1 -h^r  sinj:r  =  o,  qui  a  évidemment 
une  infinité  de  racines  réelles;  les  deux  premiers  termes  du  déve- 
loppement du  premier  membre  étant  i  -H  x^  et  ces  termes  présen- 
tant une  lacune  entre  deux  coefficients  positifs,  on  voit  que  cette 
équation  a  nécessairement  aussi  des  racines  imaginaires,  si  Ton  est 
assuré  que  le  genre  de  son  premier  membre  ne  dépasse  pas  i . 

On  voit  par  ces  exemples  qu'il  peut  être  de  quelque  utilité  de 
savoir  déterminer  le  genre  d'une  fonction  transcendante;  et,  à  cet 
égard,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  le  rapport  ■'.    ^    >  où  n  désifi'ne  un  nombre  entier,  tend 

Ders  zéro  quand  z  crott  indéfiniment,  la  fonction  f{z)  est  du 
genre  n. 

Pour  le  démontrer,  imaginons  un  contour  S  entourant  l'origine 
O  des  coordonnées  et  tel  que,  le  point  M  décrivant  ce  contour, 
l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  le  rayon  vecteur  OM  aille  tou- 
jours en  croissant;  soit  p  la  plus  petite  valeur  de  ce  rayon  vecteur 
et  considérons  Tintégrale 

fiz)       dz 


'li-i 


g    f{Z)Z^^   z-x  ^ 


qui  est  prise  le  long  de  ce  contour. 


(*)  Je  tiens  de  M.  Hermite,  à  qui  j'avais  communiqué  ces  résultats,  qu'il  les 
avait  obtenus  de  son  côté  et  par  la  même  voie;  je  signalerai  aussi  à  ce  sujet  une 
Note  récente  de  M  Mittag-Lefflcr  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable^  insérée  dans  les  Comptes  rendus,  séance  du  20  février  1882. 
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Elle  lend  vers  zéro  lorsque  le  rajon  vecteur  minimum  p  croît 
îndéGniment;    sa   valeur   est   égale  à  la  somme   des   résidus  de 

/.      \.  >  relatifs  aux  infinis  de  la  fonction  située  dans  Tin- 

térieur  du  contour;  ces  résidus  sont  d^ailleurs  :  pour  z=.  Xy 


pour  5  =  0, 

—  o{x) 


X 


n 


^{x)  désignant  un  polynôme  de  degré  [n  —  i);  pour  une  racine  a 
de/(5)=o, 


a'*(a  —  a?) 
On  déduit  de  là 


/{x)x^ 

ou  encore 


=  ii„rîi^)^y — \ — 1 

L  x'^        ^a«(j7  — a)J 


d^où,  en  intégrant  entre  les  limites  oet  j:r,  et  en  désignant  par  ^(x) 
un  polynôme  du  degré  /i, 

f(x)=\\me  \«    *»'  '»a/n(i )• 

Celte  expression  montre  que  f{x)  est  effectivement  une  transcen- 
dante du  genre  n  et  met  en  évidence  ses  facteurs  primaires. 

3.  Si  Ton  suppose,  en  particulier,  que  F(x)  soit  de  la  forme 

e«.<'>  fx{x)+  e^*^^^/i{x)-^  e<^M^fz{x)-\'..., 

o\x  fi{x)j  f^{x)^  f:^[x),  ...   désignent  des  polynômes  entiers  et 
a%j  a^y  az,  •  •  •  des  constantes  quelconques  réelles  ou  imaginaires, 

on  voit  aisément  que  lim  — ^        =  o,  pour  x  =  (X), 

X  r  i  X  1 

La  transcendante  F(x)  est  donc  du  genre  i;  il  en  est  ainsi  en 
particulier  de  la  fonction  i-f-xsinx,  et  Ton  voit  effectivement 
que  Péquation  i  4-  x  sinx  =  o  a  des  racines  imaginaires. 


SUR  LES 


^ 


FONCTIONS  DU  GENRE  ZÉRO 


ET 


DU   GENRE   UN   ('), 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

t.  XCV;  i88a. 


Soit  ^(ar)=  Ao 4- Ai  j; -+-•-.  + A„j;'»  un  polynôme  enlier  du 
degré  n,  dans  lequel  les  coefiicients  Aq,  A|,  ...,  A„  sont  des 
fonctions  du  nombre  /?.  Supposons  que,  n  croissant  indéfiniment, 
^{x)  ait  pour  limite  une  série  F(:c)  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  variable;  supposons  en  outre  que  ^(a:)=  o  ait,  pour 
toute  valeur  de  n,  ses  racines  réelles  et  de  même  signe  (il  suffit 
même  que  l'on  puisse  assigner  un  nombre/?,  tel  que  cette  pro- 
priété ait  lieu  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à/?);  je  dis  que 
F(:c)  est  égale  au  produit  d'une  fonction  entière  du  genre  zéro 
par  une  exponentielle  de  la  forme  e***^*,  où  a  et  6  désignent  des 
quantités  constantes. 

Soient,  en  effet,  ai,  aa,  ...,  OLn  les  racines  de  l'équation 
4>(j:)=:  o  que  je  supposerai,  par  exemple,  toutes  positives  et  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur,  en  sorte  que  l'on  ait  ai^aj^aj,  ...  ; 

on  a  ^  —  =  —  -r^  '  quantité  qui  tend  vers  une  limite  finie  p,  et  l'on 

conclut  que,   ^i,  ^2,    ...    désignant  les   racines   de   F(â:)=o, 

\^^  a  une  limite  finie  au  plus  égale  à  p  (•). 


(*)  Sur  ces  dénominations  %)oir,  dans  les  Comptes  rendus,  ma  Note  du  a3  jan> 
vier  1882,  Sur  quelques  équations  transcendantes,  et  le  Cours  professé  à  la  Sor- 
bonne  par  M.  Hermite  en  i88i-i88a,  p.  73. 


(•)  Elle  peut  être  moindre;  en  posant  en  effet  4»(a:)  =  (i  — ^)(i—  ~J 
a  p  =  2  et,  relativement  aux  racines  de  F(jr)=  e-'(i  —  x),    >  ^  —  i. 


f  on 
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Posons  —  -xr — ^=  Zj"~r: —  ^^>  dans  le  développement,  consi- 


i=i 


dérons  les  termes  quî  correspondent  aux  valeurs  de  a/  inférieures 
à  un  nombre  fixe  arbitraire  k\  en  désignant  par  M^^  l'ensemble  de 
ces  termes  et  par  R^  les  autres  termes,  on  peut  écrire 

(!)  -^J=M^-^R^. 

<p(j?) 

On  a 

1  =  11  i  =  n  i=/f  i  :=  n 

i  =  *  i=k  i=k  i=ik    ' 

égalité  où  le  dernier  membre  est  une  série  convergente  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  zéro  et  a^.  En  désignant  par  o-^  le 


nombre   7  —  >  on  a  d'ailleurs 


2^<'*i;'     2^<'*î? 


irzk  l  =  * 


Pour  toute  valeur  de  x  positive  et  plus  petite  que  a^,  on  en  con- 
clut que  Ra,  qui  est  plus  grand  que  o-^,  est  plus  petit  que  — ^^ 


X 


il  est  donc  de  la  forme — ^>    0  désignant  un   nombre  compris 


I 

entre  zéro  et  un. 


\]g-  ayant  une  limite  finie,  il   existe  une  fonction  entière  du 

genre  zéro,  Go(x),  qui  a  pour  racines  les  quantités  ^09  (^d  •  •  •* 
que  je  supposerai  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur;  posons 


G'o(x) 


=2?;^ 


et  distinguons  dans  ce  développement  Tensemble  des  fractions  par 
lesquelles  p/  est  <;  A  *,  j'appellerai  P^  l'ensemble  de  ces  fractions. 
(^la  posé,  il  est  clair  que  si,  dans  l'égalité  (1),  on  fait  croître  n 
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indéfiniment,  le  premier  membre  a  pour  limite  —  =r7 — ;  et  que  M/^ 

*  ^  r  {X)         * 

a  pour  limite  Pa,  Ra  ayant  pour  limite  une  fonction  R'^  qui  est, 
comme  R^,  de  la  forme  — ^  »  où  0  désigne  un  nombre  compris 


I--^ 


entre  zéro  et  un  et  7]^  la  limite  de  o-^  quand  n  croît  indéfiniment. 
On  a  donc  l'égalité 


F(^) 


=  Pa-^-R'^; 


faisons  maintenant  croître  indéfiniment  le  nombre  positif /:;  par 

définition,  P^  a  pour  limite 

Go(ar) 
Go(:r) 

et  R)^  a  pour  limite  la  limite  de  o-]^,  laquelle  est  un  nombre  positif 
finio-;  on  a  donc 

F'(x)  _      GUx) 
b\x)  Go(:r)"^     ' 

d'où,  en  intégrant, 

F(x)=e-^^-^Go(x). 

Cette  égalité,  étant  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  positives 
inférieures  au  nombre  a^,  qui  peut  être  rendu  aussi  grand  que  l'on 
veut,  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  X]  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

En  particulier,  on  fait  voir  aisément  que,  si  l'équation 

«0  -»-  «  1  ^  -+-  • .  •  -+-  a„x^=  o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  de  même  signe,  il  en  est  de  même 
de  l'équation 

«oH-  qaix  -\-  q^afX^-h,  .  .-h  q^^anX^=  o, 

lorsque  y  est  un  nombre  plus  petit,  en  valeur  absolue,  que  l'unité. 
11  en  résulte  qu'en  posant 

*,.,=  , .„,(^)-.'.iI^-,.(î)V....,.,(i)", 

l'équation  <t>{x)  =  o  a  toulcs  ses  racines  réelles  et  de  même  signe. 
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En  faisant  croître  indéfiniment  le  nombre  /i,  on  a 

„,    ^  q^x^        q^x^  q^^x^ 

F(a?)  =  i-+-^x-+-  2 H  J. _  -^    ^  ,-^..., 

^  i.'-i         1.2.3        1.2.3.4 

et  l'on  en  conclut  que  la  transcendante  F(:c)  est  de  la  forme 
e^Go(^),  où  Q  désigne  une  fonction  de  q  et  Go(^)  une  fonction 
entière  du  genre  zéro. 

On  démontrerait  de  même  la  proposition  suivante  : 

Si  ^(x)=o  a,  quel  que  soit  n,  toutes  ses  racines  réelles, 
F(^)  est  égal  au  produit  d'une  fonction  entière  du  genre  un 
par  une  exponentielle  de  la  forme  g«^*+*j?+c^  q^^  a,  b  et  c  dé- 
signent des  quantités  constantes. 


12 


SUR  LE 


1 


GENRE  DE  QUELQUES  FONCTIONS  ENTIÈRES, 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 

t.  XCVIII;  1884. 


1 .  Je  considère  une  fonction  entière  F( j:)  du  genre  n,  et  je  sup- 
pose que  l'équation  F(j:)=o  ait  toutes  ses  racines  réelles,  ou, 
du  moins,  ait  un  nombre  limité  de  racines  imaginaires. 

Soient  ^1 ,  ^2)  •  •  •  1  ^A  les  racines  imaginaires  de  cette  équation  ; 
je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  le  nombre  des  racines  réelles 
négatives  soit  limité  et,  en  rangeant  toutes  les  racines  réelles  par 
ordre  croissant  de  grandeur,  je  les  désigne  par  ai,  a^,  .... 

En  posant 

m 

F„(.)=.<..x«-— .x-(.-£)(.-j)_(.-g)n(.-i). 

où  les  ai  désignent  des  quantités  variables  dépendant  de  la  valeur 
du  nombre  entier  m,  on  a  évidemment 

et 

F'^(x)  est  une  fonction  de  la  forme 

OÙ  ^m(^)  est  un  polynôme  entier. 

Les  racines  de  Téquation  4>ot(^)=  o  sont  les  mêmes  que  celles 
de  l'équation 

OU  encore  de  l'équation 


=  o 


I 


m 


37—  pi        a?—  p 


—  B,  X—^k       ^dX  —  di 


F 
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cette  équation,  mise  sous  forme  entière,  est  du  degré 

(A-h  m  -+-  /i  -—  I). 

dlle  a  (m  —  i)  racines  réelles  respectivement  comprises  entre 
1^^  nombres  ai  et  as,  0.2  et  ol^,  ol^  et  aL^,  . . . ,  et  qui,  quelle  que  soit 
Isk  ^^^aleur  attribuée  au  nombre  entier  m,  demeurent  comprises 
des  limites  parfaitement  déterminées;  ces  racines,  je  les  dé- 
erai  par  les  lettres 

Tl»      ï»>      Ï3>       '"1      ïm-l' 

es  k  -h  n  autres  racines  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires, 
la  valeur  de  leur  module  peut  croître  indéGniment  avec   le 
bre  m;  elles  sont  essentiellement  en  nombre  limité,  et  je  les 
|[Derai  par  les  lettres 

n  a  donc,   en  désignant  par  A;„  un  nombre   dépendant  du 
bre  entier  m, 

m  — 1  4r-4-/i 


n 


*»(x)=A„n(-^)ii('-ï) 


k-hn 


de 


c  facteur  I  1  f  i —  y)  ^  pour  limite  un  polynôme^entierW(j;), 

1 
t  le  degré  est   au  plus  (k-hn)-^   il   peut    être  d'un   degré 

xidre,  si  plusieurs  valeurs  de  S/  croissent  indéfiniment  aveo  le 
bre  m. 
n  aura  donc 


m— 1  ^ 


^^>   comme  chacune  des  quantités  ^i  demeure  comprise,  quel 
^Ue  soit  le  nombre  entier  m,  entre  deux  limites  déterminées, 
^  «st  clair  que  la  limite  du  produit 


m—\ 


1 

est  une  fonction  entière  du  genre  n. 


n(-7,) 
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D'où  celle  conclusion  imporlanle  : 

La  dérivée  F'{x)  esl  une  fonclion  enlière  du  genre  n. 

2.  L'équalion  ^m{^)=  o  ajanl  au  plus  Ar-f-zi  racines  imagi- 
naires, on  voil,  à  la  limile,  que  Téqualion 

F'(a?)=o 

a  égalemenl,  au  plus,  k '■\'  n  racines  imaginaires;  ce  nombre  étant 
essentiellemenl  limité,  il  en  résulte  que  F''j(:r),  F'"( j;),  .  •  • ,  et  en 
général  toutes  les  dérivées  de  F[x)  sont  du  genre  n. 

La  démonstration  précédente  suppose  expressément  que  le 
nombre  des  racines  imaginaires  de  Téquation  F{x)=  o  est  limité; 
il  est  probable,  toutefois,  que  le  théorème  subsiste  encore,  même 
dans  le  cas  où  elle  a  une  infînité  de  racines  imaginaires;  mais, 
jusqu'à  présent,  je  n'ai  pas  réussi  à  en  obtenir  une  démonstration 
rigoureuse. 

3.  On  établirait,  comme  ci-dessus,  la  proposition  plus  générale 
qui  suit  : 

F(:r)  désignant  une  /onction  entière  du  genre  n,  n'admet- 
tant qu^un  nombre  limité  de  facteurs  imaginaires,  la  fonction 
suivante  : 

So  F(a7)-+-  e,  F'{x)-hSi  F'(ar)-4-. .  .-^  e^  F(A>ir, 

oà  h  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  et  B©»  ^i?  •  •  •?  ®a 
des  polynômes  entiers  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  y  est 
une  fonction  entière  du  genre  n. 


SUR  LES 

VALEURS  QUE  PREND  UN  POLYNOME  ENTIER 

LORSQUE  Là  fiBUBLE  VABIE  EirTHE  DES  LIHTTES  DÉTERMINÉES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  y 

t.  XCVIII;  1884. 


1.  Il  est  souvent  utile  dans  certaines  questions  d^Analyse,  no- 
tamment dans  la  recherche  de  la  valeur  approximative  des  inté- 
grales définies  et  des  racines  des  équations  algébriques,  de  déter- 
miner des  limites  entre  lesquelles  demeure  constamment  comprise 
la  valeur  d'un  polynôme  F(j:),  lorsque  la  variable  varie  entre  deux 
limites  données. 

Eln  supposant  les  nombres 'Ç  et  7;  positifs,  Cauchy  a  donné  la 
règle  suivante  :  Si  l'on  pose,  en  mettant  en  évidence  les  termes 
positifs  et  les  termes  négatifs  de  F(j:r), 

F(a:)=Fo(a7)-F,(ar), 

la  valeur  de  F(a:),  lorsque  x  varie  depuis  Ç  jusqu'à  tj,  demeure 
constamment  comprise  entre  les  nombres 

Fo(0-Fi(^) 
et 

Fo{iq)-F,(S). 

« 

Cette  règle,  dont  l'exactitude  est  évidente,  donne  généralement 
des   limites  beaucoup  trop  écartées^  on  obtiendra  des  résultats 
plus  précis  par  la  méthode  suivante,  que,  pour  plus  de  clarté, 
j'exposerai  d'abord  en  considérant  un  polynôme  du  quatrième  de- 
gré. 

2.    Étant  donné  le  polynôme  entier 

F(a7)  =  a-h  bx  -h  cx^-h  dx^-^  ex^ 


l83  ALGEBRE. 

et  deux  nombres  positifs  Ç  et  r,,  où  je  suppose  rj  >  Ç,  formons  la 
suite  des  nombres 

F,  =  a  H-  ÔTj  -+-  cÇïj  H-  rfÇ'ij  4-  «î'ï), 
F,  =  a-4-6ïj -f-CTj*-hrfTj»    4-cJi)', 

F4=  a  -4-  ÔTJ  -f-  C7)«-f-  rfï)*     H-^TQ*, 

dont  la  loi  de  formation  est  évidente. 

Cela  posé,  la  valeur  du  polynôme  F(œ)  demeure,  lorsque  x  va- 
rie depuis  ^jusqu'à  t;,  constamment  comprise  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  quantités  Fq,  F|,  F2,  F3  et  F4  ;  j'ajoute  que 
le  nombre  des  racines  de  Téquation  F(x)=  o,  qui  sont  comprises 
entre  Ç  et  7;,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

Fo»    Fi,    F»,    Fj»    F*» 

En  général,  soit  le  polynôme  entier 

formons,  par  voie  récurrente,  les  quantités  suivantes  : 

Qo  =  «o,     Qi  =  Qoî-+-«ir       Qî-+-Qi5  =  «î,       ..,     Q/»  =  Q/»-i  Ç -4- a» 
et 

Po=p,-f-(T)-0^''-*Qo; 

en  supposant  Ç  et  ?;  positifs  et  tj  >  Ç,  on  peut  énoncer  les  deux 
propositions  suivantes  : 

Le  nombre  des  racines  de  C équation  F(:r)=  o  qui  sont  com- 
prises entre  \  et  Tj  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations 
de  la  suite 

Po>       Pi»       Pjî        •••»       P/l-l>       Pfl 

et  la  valeur  du  polynôme  F(j:),  quand  x  varie  depuis  \  jus- 
qu^à  7j,  demeure  constamment  comprise  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  des  quantités  P/. 
Soit,  par  exemple, 

F(a?)=  ars—  2J7*-h  J73_  3a7î_f.  ^a?  —  a; 
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si  l'on  pose  S  =  i  et  ri  =  2,  on  aura  le  Tableau  suivant  : 

Coefficients  de  réquation .. .     i      —  2      -4-1  3      -4-4      — a 

Valeurs  des  Q/ i      —  i  o      — 3      -hi      — 1 

Valeurs  des  P/ 2      — 14      — 6      —6         o      — i 

d'où  il  résulte  que  l'équation  F{x)=>  o  a  une  seule  racine  com- 
prise entre  i  et  2  et  que  la  valeur  de  ce  polynôme,  quand  x  varie 
depuis  I  jusqu'à  2,  demeure  comprise  entre  les  nombres 
—  1 4  et  -h  2^  la  règle  de  Cauchy  donne  les  limites  —  4o  et  -f-  4i  • 
En  considérant  encore  le  même  polynôme,  faisons  Ç  =  2  et 
7)  r=  3,  nous  aurons  le  Tableau  suivant  : 


I 

—  2 

-h   I 

—3 

-f-4 

— 2 

I  . 

0 

-h  I 

—  I 

-+-2 

H-2 

-+-9« 

-t-io 

-MO 

-hi 

-t-4 

-+-2 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  F(x)=z  o  n'a  aucune  racine  comprise 
entre  2  et  3,  et  que  la  valeur  de  ce  polynôme,  quand  x  varie  de- 
puis 2  jusqu'à  3,  demeure  toujours  comprise  entre  -+-1  et  4-91, 
les  deux  valeurs  extrêmes  étant  d'ailleurs  +  2  et  +  91 . 

La  règle  de  Cauchy  donne  dans  ce  cas  les  limites  — 143  et 
-+-  236. 

3.  Les  résultats  précédents  subsistent  encore,  en  en  modifiant 
légèrement  l'énoncé,  dans  le  cas  où  F{x)  est  un  polynôme  de  la 
forme 

les  quantités  a/  étant  des  nombres  positifs  quelconques,  entiers, 
fractionnaires  ou  incommensurables  ^  ils  s'étendent  donc  au  cas  où 
F(^)  est  une  fonction  transcendante  de  la  forme 


SUR  QUELQUES  POINTS 

DE   LA 


THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Acta  mathematica ,  t.  IV;  1884. 


1.  Dans  tout  ce  qui  suit,  à  moins  que  je  n'en  avertisse  expres- 
sément, je  désigne  par  Ç  un  nombre  positif  ou  nul  et  par  t^  un 
nombre  quelconque  supérieur  à  Ç. 

Cela  posé,  en  considérant  le  polynôme  entier  du  degré  n 

j'y  rattacherai  le  polynôme  du  même  degré  ^  (x)  défini  par  l'éga- 
lité suivante 

En  posant,  pour  abréger, 

^{x)  =  PqX^  -+-  P,a7'»-»  -h  P,a:«-«  -4-  ...  -h  P;»-iap -+-  P», 

il  est  aisé  de  déterminer  les  coefficients  P/. 
Si,  par  exemple,  on  fait 

f{x)  =  aox^  -^  ai  a?*  -f-  a^x  ■+-  a^, 
un  calcul  facile  donne 

Po  =  a©  r^^  -h  cil  r^^  H-  «j  t)  -+-  a j , 
Pi  =  ao{r^* -+- ai  r,* -h  ajTj -h  as, 
Pj  =  ao5*7)  -+-  ai  Çy)  -+-  ajTî  -h  «3, 
P3  =  «o{^    -+-aiÇ*    -i-ajÇ-+-a3. 

La  loi  de  formation  de  ces  coefficients  est  évidente  et  s'étend  aise- 
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ment  au  cas  d^un  polynôme  d'un  degré  quelconque  ;  les  coefficients 
extrêmes  sont/(7i)  et/(i). 

2.  Le  calcul  des  nombres  P/  s'effectue  de  la  façon  la  plus  simple 
parla  méthode  suivante  :  que  l'on  forme  d'abord,  et  par  voie  ré- 
currente, une  suite  de  nombres  Q/  déterminés  par  les  relations 

les  nombres  P|  seront  donnés  par  les  égalités 

P»  =  Q»,    P„-,  =  P«-+-(Ti-OQ«-i,    P«-i  =  Pi.-i-+-'î('î-OQi»-î,    ..., 

Po=p,-+-7)«-i(7î-OQo. 

3.  La  propriété  fondamentale  du  polynôme  ^(^)  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Le  nombre  des  racines  de  V équation  f{x)  =  o,  qui  sont 
comprises  entre  les  quantités  Ç  et  7\,  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  variations  du  polynôme  if{x)^  et,  si  ces  deux  nombres  dif- 
fèrent, leur  différence  est  au  nombre  pair. 

Pour  la  démontrer,  je  remarque  que,  de  l'égalité  (i),  on  dé- 
duit 

Pour  toutes  les  valeurs   de  x  comprises   entre  -  et  l'unité, 

est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant 

les  puissances  croissantes  de  x^  et  — — >  développable  en  une  sé- 
rie convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
Effectuant  ces  développements,  on  a  l'égalité 

Ti       X  ri*      x^ 

la  série  double  qui  compose  le  second  membre  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  -  et  l'unité,  et  le 
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nombre  de  ces  valeurs,  pour  lesquelles  elle  s'anoule,  est  évidem- 
ment égal  au  nombre  m  des  racines  de  l'équation /"( a? )  =  o  qui 
sont  comprises  entre  Ç  et  r\.  D'où  il  suit  que  ce  nombre  m  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la 
série;  ce  nombre  des  variations  se  réduit  d'ailleurs  au  nombre 
des  variations  du  polynôme  ^{x).  Il  suffit  pour  le  faire  voir  de 
remarquer  que,  le  premier  terme  de  ^{x)  étant  f{y\)'X'^^  son 
coefBcient  est  le  même  que  celui  de  tous  les  termes  précédents  et 
que  le  dernier  terme  étant /(Ç),  il  est  de  même  signe  que  tous  les 
termes  qui  suivent.  De  là  résulte  immédiatement  la  proposition 
que  je  voulais  démontrer. 

4.   Soit,  comme  application,  l'équation 

(2)  x^ — 237*  H- i»  —  Sx' -+- 4^7  —  2  =  0. 

En  posant  Ç  =  o  et  7)  =  i ,  on  formera  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  des  coefficients.. .     -+-i        — 2        -+-i        — 3        -+-4         — * 

Valeurs  des  Q,- 4-1         —  2        -+-i         —  3         H-4         —  ^ 

Valeurs  des  P/ — i         — 2  o        — i         -H2         — 2, 

d'où  l'on  conclut,  puisque  la  suite  des  P/ présente  deux  variations, 
que  Téquation  (2)  a  au  plus  deux  racines  comprises  entre  zéro 
et  -H  1. 

Faisant  maintenant  Ç  =  i  et  7;  =  2,  on  a  ce  tableau  : 

H- I        —  2       H- 1        —3        -+-4        —2 
-h  I        —    I  o        —  3        -h  I        —  I 

-+-2        — 14        —6        —6  o        — i; 

la  suite  des  P/  présentant  une  seule  variation,  on  voit  que  l'équa- 
tion a  une  seule  racine  comprise  entre  -h  i  et  -|-  2. 
En  faisant  $  =:  2  et  7\  =  3,  on  a  les  suites 


-4-    I 

—     2 

-+-      I 

—  3 

-4-4 

—  2 

-h    I 

0 

-h      I 

—  I 

-i-2 

-t-  2 

-+-9I 

-\-  10 

-f-  10 

-+-  1 

-h4 

-+-2; 

la  dernière  ne  renfermant  aucune  variation,  on   en  conclut   que 
l'équation  n'a  pas  de  racine  comprise  entre  4-  2  et  4-  3. 
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Pour  Ç  =  3  et  Yi  =  4)  on  a  le  tableau  suivant  : 


187 


CoefGcîents, 

Q/ 


-h  I        — a 
-+-  I        -4-1 


-4-  I 
4 


—  3 
9 


4       -   A 
3i        -+-91; 


il  est  inutile  ici  de  calculer  les  valeurs  des  P/  :  j'ai  en  effet  dé- 
montré (*)  que  le  nombre  des  racines  supérieures  à  Ç  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  variations  que  présente  la  suite  des  nombres 
Qi;  et  cette  suite,  pour  Ç  =  3,  ne  présentant  aucune  varia- 
tion, il  est  clair  que  l'équation  proposée  n'a  aucune  racine  su- 
périeure à  3. 

5.  L'équation  (2)  a  donc  une  racine  comprise  entre  -h  i  et 
-l-Qt;  elle  n'a  aucune  racine  supérieure  à  4- 2  ni  aucune  ra- 
cine négative,  puisque  son  premier  membre  ne  présente  que  des 
variations. 

L'intervalle  compris  entre*  zéro  et  -f-i  peut  contenir  deux  ra- 
cines, ou  n'en  contenir  aucune.  Pour  résoudre  la  question,  je 
remarque  que  le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée,  qui 
sont  comprises  entre  zéro  et  4-  i,  est  égal  au  nombre  des  racines 
de  l'équation 

237*  —  4^* -H  3ar*  — a?* -+-237—  1  =  0, 

qui  sont  supérieures  à  celles  de  l'unité. 

Formons,  en  suivant  la  méthode  que  j'ai  indiquée  dans  le  Mé- 
moire cité  précédemment  {Théorie  des  équations  numériques, 
p.  1  i6)y  le  tableau  suivant  : 


-h  2 

-4 

-4-3 

—  I 

-4-2 

—  I 

-4-2 

—  2 

• 

-4-  I 

0 

-4-2 

-h  1 

H-2 

0 

H-  1 

0 

-+-2; 

les  nombres 

2, 


", 


qui  forment  le  contour  extérieur  du    tableau   n'offrant  aucune 
variation^  il  en  résulte  que  l'équation  proposée  n'a  aucune  racine 


(•)  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  numériques  {Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  3*  série,  t.  IX,  p.  io5). 
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comprise  entre  zéro  et  l'unité;  elle  a  ainsi  une  seule  racine  corn- 
prise  entre  H-  I  et  -f-  2. 

H. 

6.  Soient  P©,  P^  ..•,  P/i  les  coefficients  du  polynôme  ^{x); 
en  désignant  respectivement  par  R  et  par  S  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  de  ces  nombres,  considérons  Téquation 

(I)  R-/(j^)  =  o. 

Les  quantités,  analogues  à  Pq,  Pi,  . . .,  P/i,  sont  dans  ce  cas 

R  —  pQ,    R  —  Pf,     •••»    R  —  P/ij 

et  il  est  clair  qu'elles  sont  toutes  positives  ou  nulles.  L'équa- 
tion (i)  n'a  donc  aucune  racine  comprise  entre  Ç  el7i  et  son  pre- 
mier membre  conserve  toujours  le  même  signe  quand  a:  varie 
depuis  Ç  jusqu'à  vj,  à  savoir  le  signe  -4-;  pour  toute  valeur  de  Xj 
comprise  entre  Ç  et  vj,  on  a  donc 

On  prouverait  d'une  façon  analogue  que,  pour  les  ménves  valeurs, 

on  a 

/(^)5S; 

d'où  cette  conclusion  importante  : 

Lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre 
les  nombres  $  et  y|,  la  valeur  du  polynôme  y*(^)  demeure  constam- 
ment comprise  entre  les  nombres  R  et  S. 

7.  Soit,  comme  application,  le  polynôme 

f(x)  =  x^  —  ix^  -h  x^  —  3a:*  -f-  4ar  —  7. 

que  j'ai  déjà  considéré  plus  haut. 

On  voit  que,  quand  x  varie  de  zéro  à  -}-  1 ,  le  polynôme  prend 
des  valeurs  comprises  entre  les  nombres  —  2  et  -f-  2  ;  la  règle  de 
Cauchy  donne  des  limites  —  7  et  -h  6.  Quand  x  varie  de  -4-  i  à 
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2,  la  règle  énoncée  ci-dessus  donne  les  limites  —  i4  et  -Ha, 
la  règle  de  Cauchy  les  limites  —  4o  et  4-  4 1  *,  enfin,  dans  l'inter- 
valle compris  entre  +  a  et  -4-  3,  la  règle  de  Cauchy  donne  des 
limites  —  1 43  et  -4-  236,  l'autre  règle  les  limites  bien  plus  resser- 
rées -h  I  et  -h  91. 

8.  Il  est  moins  aisé  de  déterminer  des  limites  un  peu  précises, 
entre  lesquelles    demeurent   comprises   les   valeurs   que    prend 

une  fonction  rationnelle -7:^ — y  lorsque  x  varie  dans   l'intervalle 

(Ç...7i). 

Voici  cependant  une  solution  assez  simple,  mais  limitée  au  cas 
où  relativement  à  l'un  des  termes  de  la  fraction,  au  poljnômey(a:) 
par  exemple,  les  nombres  P/  ont  tous  le  même  signe. 

Soient 

ces  divers  nombres,  et 

Do,     111 ,      . . . ,     U„ 

les  nombres  correspondants  relativement  au  polynôme  ç(^);  je 
suppose  les  deux  polynômes  du  même  deçré,  ce  que  l'on  peut 
toujours  admettre  en  introduisant  au  besoin  un  certain  nombre 
de  coefficients  nuls. 

Cela  posé,  en  s'appuyant  sur  les  considérations  développées 
plus  haut,  on  démontrera  aisément  que,  lorsque  x  varie  dans 

l'intervalle  (Ç  .  • .  t;),  la  valeur  que  prend  la  fraction  •jt"^^  demeure 

constamment  comprise  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
nombres 

Do     n,  n« 

—  •    ■    •    •  •  •  •    — — — . 

Fo        Pi  P» 

Considérons,  par  exemple,  et  en  supposant  g  =  2  et  yi  =  3,  la 
fraction 

ix^  —  5ar'  -4-  227*  —  3  jr  —  5 

• 

a?*  —  loc^  -4-27*  —  3a?*  -^  l^x  —  2' 
on  a 

Po  =  9i,         P,  =  P,  =  io,         Ps^i.         P4  =  4         et         Pb  =  2. 
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Le  tableau  suivant  donnera  la  valeur  des  11/ 

Coefficienls o        -h    2        —    5        -+-2        —    3         —    5 

Q/ o        H-2        —    1  o        —    3         —  Il 

D/ -4-3i        -+-3i        —23        —14        —  i4         —II 

Si  maintenant  nous  formons  les  fractions 

91  '         10'  10'  4  2^  * 

nous  voyons  que  la  plus  petite  d'entre  elles  est  —  1 4  et  la  plus 

grande  —  ;  on  en  conclut  que,  quand  x  varie  depuis  4-  2  jusqu'à 

-f-  3,  la  valeur  de  la  fraction  demeure  comprise  entre  les  limites 
—  1 4  et  -h  3, 1. 

III. 

9.  Soit/>  un  nombre  entier  positif  quelconque,  mais  supérieur 
à  (/i  -h  1)  ;  dans  le  développement  en  série  de  l'expression 

considérons  seulement  les  termes  dont  les  exposants  sont  compris 
entre  les  limites/)  et  — />,  nous  obtiendrons  ainsi  un  polynôme 
Sp{x)  dont  la  valeur  est  donnée  par  l'égalité 

e^  =  Pqxp  -h  ...  -h  Poa7«+» 

-h  PoX«  -+-  P,a:«-»  -¥-  P,  j:«-ï  -h. .  .-h  P„-,a7«  -+-  P„_,:r  -f-  P« 

y\        X  T]P        xP 

Lorsque  le  nombre/?  croît  indéfiniment,  Sp  a  pour  limite  une 
série  indéfinie  S  qui,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 

entre  -  et  i ,  a  la  même  valeur  que  la  fraction 

(S  — TQ)^/(3^y,)  . 

(ar-i)(a:Yi-5)' 

d'où  résulte,  en  désignant  par  m  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion y*(;r)  =  o  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  tj,  que  la  série  S  est 
convergente  et  s'annule  pour  m  valeurs  de  la  variable. 


(A) 


SUR  QUELQUES  POINTS  DE   LA  THÉORIE   DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  I9I 

Cherchons  d'abord  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
positives  de  Téquation  8^  r=  o  ;  une  pareille  limite  est  donnée 
immédiatement  par  le  nombre  des  variations  de  0^,  qui  se  réduit 
à  celui  des  variations  de  ^{oo).  Mais  on  peut  obtenir  une  limite 
plus  précise  en  faisant  usage  d*une  proposition  importante  due 
à  Newton. 

Au-dessous  de  la  suite  des  termes  de  Sp{x),  où  se  peuvent 
trouver  des  variations,  à  savoir  les  termes 

*0>        *lj       ■!»        •••>        »/l— Il        '  «— 1  >        '  /»  » 

écrivons  les  termes  de  la  suite 

PJ  —  PoPi,    P?  —  pQptî    P}  —  PoPi,     •••» 
PJ-î  —  P/r-3Prt-ii    PJ-i  — P/iP/i-«»    PJ  —  P/iPrt-i  -■> 

nous  obtiendrons  le  tableau  suivant  : 

Po>      »l>         ■!»      •••1       Pn— î  P«— Il       Pu» 

-+-1,  P\  —  PoPî»   P|  —  PoP|»  •••»  PJ-î  —  Pit-3P»-1)   PJ-i — Pn-«P»»  -+-ï| 

OÙ  j'ai  remplacé  les  termes  extrêmes  de  la  seconde  ligne  -h  i, 
attendu  que,  quand  P©  et  P,  sont  de  signe  contraire,  P©  —  PqPi 

est  positif  et  que,  de  même,  P,^  —  -  P/iP/i_«  est  positif  quand  les 

termes  P^  et  P/i««  présentent  une  variation. 

Cela  posé,  il  suit  du  théorème  de  Newton  que  le  nombre  q 
des  racines  positives  de  l'équation  Sp  =  o  est  au  plus  égal  au 
nombre  V©  des  variations  de  la  suite  supérieure  du  tableau  (A), 
qui  correspondent  à  des  permanences  dans  la  suite  inférieure. 

Ce  nombre  q  est,  on  le  voit,  indépendant  de  la  valeur  attribuée 
au  nombre  entier/?  et  sa  valeur  demeure  la  même  quand  p  croît 
indéfiniment;  on  en  conclut  que  le  nombre  m,  qui  représente  le 
nombre  des  valeurs  positives  de  x,  pour  lesquelles  la  série  S  con- 
verge vers  zéro,  est  au  plus  égal  à  q. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  forme  le  tableau  (A),  le  nombre  des  racines  de 
Inéquation  f{x)  =  o,  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  y^,  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  présentées  par  la  ligne 
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supérieure  du  tableau  et  auxquelles  correspondent  des  per- 
manences dans  la  ligne  inférieure. 

Soit,  comme  application,  Téquation 

(i)  a?»  —  Sar'-f-gar*  —  iia?-f-5  =  o; 

cherchons  le  nombre  des  racines  comprises  entre  Ç  =  i  et  r,  =  2. 
Les  valeurs  des  nombres  P/  s'obtiennent  en  formant  le  tableau 
suivant  : 

-t-      I  O  —3  -r-    9  —Il  -h  5 

-4-1  -f-      I  —2  -+-7  —     4  -+-  ï 

H- 27  -+-II  -h3  H-II  —     3  -4-1, 

et  le  tableau  (A)  devient 

27        -hii        -+-3        -+-11        —  3        -hi 

•  ••  •••  ■■•  ~T"   20  ^~*   2  —y"    I   • 


Dans  la  ligne  inférieure,  je  n'ai  indiqué  les  signes  des  termes  que 
quand  ils  correspondent  à  des  variations;  on  voit  qu'il  n'j  a  dans 
la  ligne  supérieure  aucune  variation  à  laquelle  corresponde  une 
permanence  dans  la  ligne  inférieure,  d'où  il  suit  que  l'équation 
proposée  n'a  aucune  racine  comprise  entre  -+-  i  et  -h  2. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  employant  la  méthode 
suivante,  qui  trouve  fréquemment  d'utiles  applications. 

L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(  jr*  -4-  x'  —  ix^  -^7^  —  4)(^  —  i)-}-i  =  o 
et,  par  suite,  peut  s'écrire 


or  —  I  — 


or*  -+-  X*  —  ix*  -h  yx  —  4 


Cherchons  des  limites  entre  lesquelles  varie  le  polynôme  déno- 
minateur lorsque  x  varie  de  -h  i  à  4-  2;  en  appliquant  la  méthode 
indiquée  plus  haut,  on  formera  le  tableau 

-4-1         -hi  — 2         -hy         — 4 

H-i  -1-2  O  -f-7  -4-3. 

Il  suffit  ici  de  calculer  les  valeurs  des  nombres  Q,;  ceux-ci  étant 
en  effet  positifs,  il  est  clair  que  les  P/  seront  également  tous  posi- 
tifs et,  par  suite,  le  dénominateur  demeure  positif  quand  x  varie 
dans  les  limites  indiquées. 
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Il  en  résuite  que  le  second  membre  de  Tégalité  (2)  est  tou- 
jours inférieur  à  l'unité;  il  ne  peut  donc  jamais  être  compris 
entre  4-  1  et  H-  2  et  Ton  voit,  comme  nous  l'avions  reconnu 
précédemment,  que  Téquation  (1)  n'a  aucune  racine  dans  cet 
intervalle. 

IV. 

10.  La  proposition,  énoncée  dans  le  premier  paragraphe,  peut 
encore  être  démontrée  par  une  autre  méthode  qui  donne  lieu  à 
quelques  conséquences  intéressantes. 

En  désignant  par  ç  et  tj  deux  nombres  quelconques  positifs  ou 
négatif Sy  soient /(a:)  un  polynôme  entier  du  degré  n  et  ^(^) 
le  polynôme  déterminé  par  la  relation 

Appelons  ^i  (J^)  ce  que  devient  ^(^)  quand  on  remplace /(jr) 
par  (a:  —  )w);  on  a  évidemment 

^*  X  —  I 

.     ^/(XTl)(X71-X)-/(0(^-X) 

-\-  ç  = » 

anfî  — { 

d^où,  par  un  calcul  facile, 

On  voit  que  i(x  (a:)  et  le  produit  i({x)  (^xt\  —  a)  ne  diffèrent  que 
par  leurs  termes  extrêmes;  les  coefficients  de  ^r''"^*  étant  respec- 
ûvcment  [puisque /(Tri)  =  Po  et/(Ç)  =  P„]  Pj,(tj  — À)  et  PqT,,  les 
termes  constants  étant  respectivement  ($  —  \)  1\  et  —  aP„. 

Si  donc  le  nombre  X  satisfait  aux  conditions  suivantes 

le  polynôme  '!'<(^)  présente  précisément  autant  de  variations  que 
le  produit  ^(^)(j;7ï  —  X).  D'où  il  suit,  en  vertu  du  lemnie  de 
Segner,  que,  si  t^X  est  positif,  '\\{j^^  a  au  moins  une  variation  de 
plus  que  '{'(x),  et  que,  si  /j  A  est  négatif,  i,  (  —  x)  a  au  moins  une 
variation  de  plus  que  •!»(  —  j^). 

i3 
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On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

L'équation  tJ;(x)  =  o  a  au  moins  autant  de  variations  que 
V équation  f{x)  =  o  a  de  racines  réelles  X  satisfaisant  aux 
inégalités 

(I)  Xr,>o,      r,(r,  — X)>o,      X(X-0>O. 

La  transformée  ^{  —  x)  a  au  moins  autant  de  variations 
que  Inéquation  f{x)=z  o  a  de  racines  réelles  X  satisfaisant 
aux  inégalités 

(a)  Xt,<o,     r,(r,-X)>o,     X(X-0>o. 

11.  Supposons  par  exemple  Ç  et  yj  positifs  et  yj  >  Ç,  les  inéga- 
lités (i)  sont  satisfaites  pour  toutes  les  racines  comprises  entre 
Ç  et  7|.  D'où  la  proposition  que  j'ai  démontrée  au  commencement 
de  ce  Mémoire. 

Supposons  maintenant  que  Ç  et  tj  soient  des  nombres  positifs 
quelconques,  les  inégalités  (2)  sont  vérifiées  pour  toutes  les  ra- 
cines négatives;  d'où  cette  conclusion  : 

Quels  que  soient  les  nombres  positifs  Ç  et  yj,  le  nombre  des 
racines  négatives  de  V équation  f{x)  =  o  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  du  polynôme  ^{  —  x). 

Dans  le  cas  particulier  où,  Ç  et  yj  étant  positifs,  r,  est  plus 
grand  que  $,  on  voit  que,  si  toutes  les  racines  de  réquation 
sont  réelles  et  si  toutes  les  racines  positives  sont  comprises  entre 
$  et  Y|,  le  nombre  des  variations  de  '^{x)  est  précisément  égal  au 
nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  variations  de  ^  (  —  x) 
égal  au  nombre  des  racines  négatives. 

12.  Dans  ce  dernier  cas,  j'ajouterai  encore  une  observation. 


Ayant,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre-  et 


+  I, 


Tégalilé 


(t r  )x  f( xr  ) 


. . . , 


je  remarque  que,  si/(;)  c[f{f^)  sont  de  même  signe  et  si  l'équa- 
tion •i(.r)  =  o  n'a  aucune  racine  comprise  entre  o  et  -|-  i ,  *l(x) 


19^ 

d*où  Ton  déduit 
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Or  le  nombre  des  alternances  de  la  suite 

-4-4  —  JtH-a  —  2-+-6-+-a2 

étant  nul,  Téquation  ^(x)  =  o  n'a  aucune  racine  positive  infé- 
rieure à  Tunité  et,  par  suite,  l'équation  proposée  n'a  aucune  racine 
comprise  entre  -h  i  et  -h  2.  Elle  a  donc  une  racine  négative  et 
quatre  racines  imaginaires. 


V. 

13.  La  propriété  fondamentale  des  coefficients  du  polynôme 
^(x)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  /{x)  =  o,  qui  sont  com- 
prises entre  les  nombres  Ç  et  t;,  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variations  que  présente  la  suite 


Pq,     Pi,     P«, 


•  •  1 


P-. 


Il  est  nécessaire  d'examiner  les  simplifications  qui  se  présentent, 
lorsque  le  polynôme /(x)  présente  des  lacunes. 
Soit,  pour  fixer  les  idées,  l'équation 


Bx»-(-CT"-r-Dxi«  =  o; 


formons  la  suite 


p. 

=  A  -  Bt,> 

-^Cv     -hDt.<», 

l'i 

=  A-r-Br.» 

-Ct.-     --Dît.». 

»'. 

-  A-^Bt.» 

_Cv     -r-DÎ'r.», 

1*. 

=  A       B  T.» 

-^Cv     -^Dt»r.-, 

p» 

-  A  -^  Bt.» 

-Cîr.«  -Dt»r.«. 

p» 

=  A  -T^  Bt.» 

-Cî«T.»-DÎ»r.», 

p. 

=  A  -,-  Bt,» 

•CÎ»T/-^Dt*v, 

V- 

=  A-t-Bt.» 

-Cî'T.'-DÎ-T,'. 

p. 

=  A  -  fi'-r,'- 

^CÎ»T.Î-^DÎ»T.Î, 

p. 

=  A-B;=t, 

-C;«T.  ^Di'T. 

p.. 

-    V-    B;' 

-  Cr         Dî'". 
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A  l'égard  du  nombre  des  variations  que  présente  la  suite  de  ces 
nombres,  on  peut  remarquer  que  les  termes  Po,  P< ,  P2  et  P3  peu- 
vent s'écrire  de  la  façon  suivante 

Û-hDT,»o,     i2-hD$r,»,     û-f-n$«r,»,     i2-+-D$»r,^ 

OÙ  j'ai  posé,  pour  abréger, 

Il  est  clair  que  ces  quantités  vont  toutes  en  croissant  ou  toutes 
en  décroissant,  le  nombre  des  variations  qu'elles  présentent  se 
réduit  donc  au  nombre  des  variations  des  deux  termes  P©  et  P3 
et  l'on  peut  supprimer  les  termes  P<  etPa;  on  démontrerait  de 
même  qu'on  peut  ne  tenir  aucun  compte  des  termes  P4,  P5,  Pc, 
Pg  et  P.. 

Il  suffit  ainsi  de  considérer  la  suite 

D'une  façon  un  peu  plus  générale,  soit  l'équation 
(i)  /(r)  =  A  -+-  Bx^  -i-  Cxy  -^  Dx^  -i-  K.T^  =  o, 

OÙ  ^,  y,  0,  e  désignent  des  nombres  entiers  positifs  croissants;  on 
établira  comme  ci-dessus  la  proposition  suivante  : 

^n  désignant  par  ^  etr\  deux  nombres  positifs,  dont  le  plus 
grand  soit  tj,  le  nombre  des  racines  de  V équation  f{x)  =  o, 
çui  sont  comprises  entre  Ç  et  ri,  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
'variations  que  présente  la  suite  des  nombres 


i 


(T) 


A 

-hBt^P 

-4-CrJ 

-h 

Dr,S 

-4- 

Er,s 

« 

A 

-f-BT,P 

-hCrJ 

-+- 

Dr,  8 

-+- 

E$e- 

-St8 
•1   î 

A 

4-BTiP 

-f-CrJ 

-4- 

DJMtjY  -4- 

K$^- 

-Y  T.  Y, 

A 

-^Br,P 

-+-C$Y-P- 

r.P-^ 

D$ô- 

•Pr,P-+- 

E$^ 

-?r,P, 

A 

-+-BÇP 

H-C^Y 

-+- 

DJS 

-h 

Eî^ 

La  loi  de  formation  de  ces  quantités  est  évidente  et  il  est  clair 


que  le  lliéon'ine  s'élend  au  cas  où  le  pol^nàmc  conlienl  un  nombre 
quelconque  de  termes. 

J'ajoute  qu'il  subsiste  encore  lorsque  les  exposants  ^,  f,  o,  e 
sont  des  nombres  positifs  quelconques ,  commensurables  ou 
incommensurables,  rangés  par  ordre  croissant  de  grandeur. 

Pour  le  dt'inonlrer,  supposons  que  ^i,  f,  5,  e  soient  des  nom- 
bres fractionnaires  quelconques  et  que,  ^',  -f,  2',  e',  P',  •(*,  S'  et  s' 
désignant  les  nombres  entiers,  on  ait 


?  = 


,-1, 


En  posant,  pour  abréger,  p'v'ô'e'^  w,  et  en  faisant  ic  =  X*', 
l'équalion  (i)  a  pour  transformée  l'équation 

(i)  A  +  X~P^ -.- X~ -I- X  *  -t-\~  =  o, 

dans  laquelle  tous  les  exposants  sont  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  (i),  qui  sont  comprises 
entre  ^  et  t,.  est  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation  (2)  qui 

son!  comprises  entre  ;"  et  t,".  Or,  en  appliquant  à  l'équation  (a) 
la  proposition  énoncée  dans  le  numéro  précédent,  on  trouve  pré- 
cisément la  suite  ^  A):  d'où  il  résulte  que  celte  proposition  sub- 
siste lorsque  ,b,  ■;■,  ô,  £  sont  des  nombres  fractionnaires  positifs 
quelconques  ot.  par  conséquent,  même  quand  ils  sont  incommen- 
sunibles. 

14.    Los  t'quatûiits  importantes  de  la  forme 

se  ramènent  it  une  équ.>lion  de  la  forme  coosidérée  précédemment 
<ea  posant  r'=  s:  d"où  la  pro(H>sîtion  suivante,  qui  s'étend  évï- 
demmenl  au  cas  où  le  prt-niier  membre  contient  nn  nombre 
quelconque  de  termes,  mais  que,  jKtur  plus  de  clarté,  j'énoncerai 
seuleroeDl  dans  un  cas  particulier. 

£m  tirsif^mnnt  p^ir  l  rt  r.  druj-  n<.nnbrr-s  positifs  oit  négatifs 
tkmt  Ifptus  îrnutit  stut  t..  |iar  a,  Z.  -■.  Z  el  i  des  nombres  quel- 
«wtfWT».  t''osil(fs  OM  mt-S'itiff.  quf  je  supposerai  rangés  par 
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ordre  croissant   de  grandeur ,    le  nombre    des    racines   de 
l'équation 

qui  sont  comprises  entre  $  et  '/\,  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  variations  que  présentent  les  termes  de  la  suite 

A  tf «rj  ^  B  ePl  -+-  C  eï^  -+-  D  e^fi  H-  E  g'e-8JÇ+S/j  ^ 

Atf»)  ^  Be?^  -f-  Cem  -+-  De^à-y)k^yri  ^  Ec«î-Y'5+-Tnn, 

A^aYj  ^  BeP^i  -+-  Ce^y-^^^^^Pn  -+-  Dc^S-p)5-Hp/i  -h  Ee^s-P^S-^Ptj^ 
Ae«Ç-+-Bc?5 -f-GeY^  -f- De^Ç  -hE^s?; 

il  est  clair  que,  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est 
un  nombre  pair. 

Le  théorème  de  Fourier  peut  aussi  s'appliquer,  mais  d'une 
façon  moins  facile,  aux  équations  de  la  forme  précédente;  il  exige 
en  effet  \^voir  le  Mémoire  de  M.  Stern  Sur  la  résolution  des 
équations  transcendantes  {Journal  de  Crelle,  tome  22)]  que 
ron  calcule  les  dérivées  de  F(j:)  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une 
dérivée  qui  ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle  considéré; 
ce  qui  peut  exiger  de  longs  calculs  et  amener  souvent  à  tenir 
compte  d'un  très  grand  nombre  de  termes. 


VI. 

13.  Les  propositions  qui  suivent  se  rattachent  à  des  considé- 
rations entièrement  différentes  de  celles  qui  font  l'objet  des  para- 
graphes précédents. 

Étant  donnée  l'équation  générale  du  degré  n 

il  existe  toujours  une  infinité  de  systèmes  de  nombres 

^0»  3£|,  a2,  . . .  ,  at/i, 

tels  que,  si  l'équation  f{x^  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en 
est  de  même  de  l'équation 
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Il  paraît  difficile  de  délermincr,  d'une  façon  précise,  les  condi- 
tions auxquelles  doivent  satisfaire  les  nombres  a/,  lesquelles 
d'ailleurs  ne  dépendent  que  de  la  valeur  attribuée  au  nombre 
entier  /i. 

Je  laisserai  entièrement  de  côté  ce  problème  et  m'en  tiendrai 
aux  considérations  suivantes,  qui  peuvent,  dans  certains  cas, 
trouver  d'utiles  applications. 

16.  Soient /(j:)  un  polynôme  entier,  du  degré  /i,  ayant  toutes 
ses  racines  réelles,  et  a  un  nombre  positif;  il  est  clair  que 
l'équation 

a  également  toutes  ses  racines  réelles. 

Pour  le  voir,  il  suffit,  dans  le  cas  où  toutes  les  racines  de  f{jc) 
sont  inégales,  de  mettre  l'équation  précédente  sous  la  forme 

a        f  (x) 
X        J{x) 

et  la  proposition  subsiste  évidemment  quand  f{x)  a  des  racines 
égales. 

En  mettant  en  évidence  les  coefficients /(j:)  et  en  posant 

/(  jr)  =  ^y -h  ai  jr -h  «iX*  H- . .  . -+- a/jj?" , 
l'équation  (i)  peut  s'écrire 

cio^t  H-  «ifa  -f-  \)x  -{-  <7î(a  -H  'i)x^-^-  . .  .  -f-  «„(a  -t-  n)x'^  =  o. 

Comme  elle  a  encore  toutes  ses  racines  réelles,  on  peut  encore 
en  déduire  une  infinité  d'équations  jouissant  de  la  même  pro- 
priété; telle  sera,  en  général,  l'équation 

«0^(0)  H-  «i  F(i).:r  -4-  </jF(j>).a"*  -h  ...  -h  o„F(/i).  jr«  =  o, 
V {x)  désignant  un  polynôme  entier  de  la  forme 

\{x  -\-  H)  {x  —  Hx)  {X  —  ti)  ...  (t  -+-  a^), 

où  les  a/  sont  des  quantités  positives  arbitraires  et  en  nombre 
([iielconque. 
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La  même  chose  aura  lieu  évidemment  quel  que  soit  le  nombre 
k^  à  regard  de  l'équation 

aoF(o)-ha,  F(i)e*a?-i-«,F('2)e«^.r»H-...-i-  cr«F(/i)e«^j7«  =  o. 

que  l'on  peut  écrire 

(a)  aoO(o)  -+-  «16(1)37  -f-  aje(2)x'-f-. . .-+-  anS(n)x^  =  o, 

si  Ton  pose 

B(x)  =  ke*^^(x  -4-  a)  (a:-4-  «i)  . . .  (x -h  a„). 

Comme  le  nombre  des  quantités  a/  peut  croître  au  delà  de 
toute  limite  et  que  le  nombre  k  est  arbitraire,  on  peut  sup- 
poser que  0(j?)  soit  une  fonction  entière  du  genre  zéro  ou  du 
genre  un. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  ^{ûc)  une  fonction  entière  quelconque, 
ne  s' annulant  que  pour  des  valeurs  réelles  et  négatives  de  x 
et  dont  les  éléments  simples  sont  des  polynômes  entiers,  des 
exponentielles  de  la  forme  e^',  des  fonctions  entières  du  genre 
zéro  ou  du  genre  un,  si  l'équation  f{x)  =  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation  (si). 

17.  Comme  application,  considérons  la  fonction  G(j?),  de 
M.  Weierstrass,  qui  est  l'inverse  de  l'intégrale  eulérienne  T{x), 

La  fonction  G(a:-haj)  ne  s'annule  que  pour  x  ^=  —  w, 
X  -=  —  ((O  -+- 1) ,  etc.;  si  donc  co  est  positive,  G{x  -h  w)  satisfait 
aux  conditions  énoncées  ci-dessus  et  l'on  voit  que,  l'équation  (1) 
ayant  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

-07-4-^7- — - — -  j-î -+-...-+- -- — '1 -a:«  =  o, 


r(ci>)     r(u)H-i)        r(w-+-9.)  r((o-h/i) 

que  l'on  peut  écrire 


Oo  H-   J  H •    X^  H ; X* 

10  tu  ^^  (D  -4-  I  )  (0  (  oj  -f-  I  )  (  w  H-  •;».  ) 

ftn 

H ^ x„  =  o. 

io(  (O  -f-i  ) . . .  (  (O  -T-  /i  —  I  ; 


♦ 
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J'ajouterai  que  le  théorème  subsiste  encore  pour  les  valeurs 
de  (o  comprises  entre  —  i  et  o  (par  conséquent  pour  toutes 
les  valeurs  de  w  supérieures  à  —  i),  si  l'équation  f(x)z=  o  a 
toutes  ses  racines  de  même  signe. 

18.  En  faisant  usage  de  la  proposition  précédente  (•),  on  dé- 
montrera aisément  le  théorème  général  qui  suit  : 

En  désignant  par  q  un  nombre  positif  quelconque  égal  ou 
inférieur  à  V unité,  et  par  H  et  B(j:)  deux  fonctions  entières 
quelconques,  ne  s' annulant  que  pour  des  valeurs  réelles  et  né^ 
gatives  de  x  et  dont  les  éléments  simples  sont  des  polynômes 
entiers,  des  exponentielles  de  la  forme  e^^,  des  fonctions  en- 
tières du  genre  zéro  ou  du  genre  un,  si  V équation  f{x)  •=  o  a 
toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  Inéquation 

û(.r)  =  aoe(o)H-a,gjIj  ^^H-a,  ^^^^^^  q^x^^a,  h(o)H(OH(^)  ^'^ 

H(o)H(i)  . . .  H(/i  —  i)  ^ 

On  voit  ainsi  qu'on  satisfait  au  problème,  posé  au  commence- 
ment de  ce  paragraphe,  en  faisant,  quels  que  soient  les  coeffi- 
cients «0»  ^ii  •  •  •>  ^/ï  (pourvu  que  l'équation y*(^)  =  o  ait  toutes 
ses  racines  réelles) 

ao  =  e(o),  «i  =  HTi)^'         "*=H(o)?i(.)^''  "•' 

on  obtiendrait  encore  une  solution  plus  générale  en  considérant 
Téqualion  x^iî  (  -  )  =  o,  qui  a  le  même  nombre  de  racines  réelles 
que  l'équation  û(x)  =  o. 

19.  Pour  appliquer  ce  qui  précède  à  un  exemple  simple,  je 
considérerai  l'équation 

f^{n  —  i)    . 


-4-  a:"  =  o, 
\  .1 


dont  toutes  les  racines  sont  réelles. 


(  ')   Voir,  i\  ce  sujet,  mon  .)fémoire  sur  la  théorie  des  équations  numériques, 

p.   i3i. 
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Faisant  B(^)  =  i ,  5^  =  i  et  H(a:)  =  j:  +  i ,  on  voit  que  i'équa- 


lion 


,    ,  X       n( n  —  i)   x^         n(n  —  i)(n  —  a)     x^ 

ç(ar)  =  i-h/i-  H .' h  -i^ 'Al ï  -f- 

^  I  1.2        1.2  i.i.S  1.2.3 


a?"""*                      x'^ 
n r  H =  o 

I  .2  ...  (71 l)  I  .2  ...   71 


a  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives;  proposition  bien  connue. 
Il  en  est  de  même  de  Téquation 

X        n(n  —  i)       X*  n{n —  i)(ai  — 2)         x^  ^ 

1.2.  J.  /l» 


IH-  /l  -  H ■    -H 


n  1.2        1 .2.  /i 


or  le  premier  membre,  quand  n  croit  indéfiniment,  a  pour  limite 
la  fonction  de  Bessel 

De  là  résulte,  en  vertu  d'une  proposition  que  j'ai  fait  connaître 
dans  une  Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences,  que  if{x)  est  une  fonction  du  genre  zéro,  ou  du 
moins  le  produit  d'une  pareille  fonction  par  une  exponentielle  de 
la  forme  e*^,  a  étant  un  nombre  essentiellement  positif. 
On  a  donc 

F(d:)  étant  une  fonction  du  genre  zéro  et  n'ayant  que  des  racines 
négatives. 

Je  veux  maintenant  prouver  que  le  nombre  a  est  nul  ;  à  cet 
effet,  je  remarque   que   i({x)  satisfait  à   l'équation  linéaire  du 

second  ordre 

xY(x)  -h  '^'{x)  —  '^{x)  =  o, 

d'où  l'on  déduit 


(3  )  O'H =—  (2a-H  -  )  T7-7— (  — -FT 

X  \  X  J  V  (x)        V  { 


X) 
X) 


Quand  x  prend  des  valeurs  positives  de  plus  en  plus  grandes,  le 
premier  membre  a  pour  limite  a^\  cherchons  la  limite  du  second 
membre.  * 

En  désignant  par  ai,  a^,  a.,,  ...    les  valeurs  absolues  des  ra- 
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cines  de  l'équation  F(x)  =  o  (je  suppose  ces  nombres  rangés  par 
ordre  croissant  de  grandeur),  on  a 

F'(x)  I  I  t 

(4)  ^    ^ 


F  (07)  X  -r-  ai  X  -h  ttf  X -h  Oj 


•  •  » 


où  le  second  membre  est  convergent  pour  toute  valeur  positive 
de  x,  puisque,  F(j?)  étant  du  genre  zéro,  la  série 


1         I         I 

1 1 

ai        ai        «3 


est  elle-même  convergente. 

Soit  S^  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  contenue 
dans  le  second  membre  de  l'égalité  (4),  on  a 

%  <  -^—, 

cette  quantité  tend  vers  zéro,  quel  que  soit  /?,   quand  x  croît 
indéfiniment  :  donc  S^  a  pour  limite  zéro,  et  il  en  est  de  même 

F(07) 

On  a  d'ailleurs 

¥'{x)  __  __  1 I __ii 

F  ix)  ~~"~  (jT-f-rt,)*  "  {X  -{-a^y        (j-H-a,)* 

r     I  I  I  p 

-h i i h...     ; 

\^x -X- ai        j- -H  aj        ^ -h  «3  J 

on  voit,  a  fortiori,  que  =r4 — (  a  pour  limite  zéro. 

D'où  il  suit,  le  second  membre  de  l'identité  (3)  ayant  pour  li- 
mite zéro,  que  a  est  nul. 

La  transcendante  de  Bessel  est  donc  une  fonction  du  genre 
zéro. 

20.  Aux  considérations  précédentes  se  rattache  encore  le  théo- 
rème qui  suit  : 

Si  r  équation 

f(x)  =  (to  -h  (ti.r  —  </jj^î  -h  r/.T./'*  -h  .  .  .  -h  ^#/,^"  =  o 


■^- 
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a   toutes  ses  racines  réelles   et   de  même  signe,    V équation 

o^cosX  H-  aiCos(X  -f-  ^)x  4-  €iiCos(X  -h  20)vr*  -h  €i3Cos(X  -h  36)j"'  -+-... 

-t-  rt«cos(X  -4-  wO)jr«  =  o, 

ou\  et^  désignent  deux  arcs  arbitraires,  a  toutes  ses  racines 
réelles. 

Pour  le  démontrer,  je  m'appuierai  sur  celte  remarque  impor- 
tante due  à  M.  Hermite  (*)  : 

Si,  pour  toutes  les  racines  de  Téquation  F(a:)  =  o,  les  coeffi- 
cients de  i  sont  de  même  signe  et  si,  mettant  en  évidence  dans 
le  polynôme  F(x)  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  on 

pose 

F(x)=F,(:r)-f./F,(a7), 

les  racines  de  Téquation 

où  a  et  P  désignent  des  nombres  arbitraires,  sont  toutes  réelles. 
Considérons  maintenant  Téquation 

(5)  /[a7(cosco  H- isinw)]  =  o; 

dont  les  racines,  en  désignant  par  Ati,  Âr2,  A^,  ...   les  racines  de 
réquation/(j:)  =  o,  sont 

A'i(cosco  —  i'sinw),     A:j(cosaj  —  ^sinio),     A*3(cosw  —  ^sinco),      .... 

11    est  clair,   puisque  les  kg   sont   tous  de  même  signe,    que  le 
coefficient  de  i  a  le  même  signe  dans  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (5). 
Or  on  a 

y[jr(cos<i>-f-  «sinco)]  =  ao-f-  aicosio.  j:-f-a2COS2a>.j7*-4-. .  .-4-  a,|COsnai. x'» 
-+-  i[a|Siii (0.37-1-  ajsin 2(0.  j*  -h. .  .-h  «,,8111/1(0.07'»]. 


(•)  Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles  {Bulletin  de  la  Société  math,, 
l.  VII,  p.  i3i);  voir  également,  sur  ce  sujet,  mes  Notes  sur  la  résolution  des 
équations  numériques,  p.  4^. 
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En   vertu   du   théorème    de    M.   Hermite ,  on   voit  donc  que 
Téquation 

cosX[ao  -f-  ajcosw.ar  -+-  afCOS'xoy.x*  -h  . , .  ] 
—  sinX[a|Sin(i).â7  h-  ajsinaco.a?*  H-  . . .  ]  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  quels  que  soient  les  arcs  réels  X  et  co. 
Or  cette  équation  peut  s'écrire 

rïoCosX  ■+-  aiCos(X  -h  (i>)x  -+-  asCos(X  -+-  2a))ar*  -h. . . 

H- €irtCos(>  H-  no})x'*  =  o; 

ce  qui  démontre  la  proposition  que  j'avais  énoncée. 


!■■•■ 


SUR 


L'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  IX;  1870. 


I. 

Soient  F(x)  el/{x)  deux  polynômes  du  troisième  degré  par 
rapport  à  la  variable  x;  ^désignant  une  quantité  arbitraire,  consi- 
dérons l'équation 

(I)  F{x)-^y/(x)=o. 

Soit  V  le  discriminant  de  cette  équation;  V  est,  comme  on  le  voit 
facilement,  une  fonction  entière  et  du  quatrième  degré  de  y.  En 
regardant  j^  comme  inconnue,  Téquation 

(a)  V  =  o 

a  quatre  racines;  désignons  par  a,  6,  c  trois  quelconques  de  ces 
racines. 

Si,  dans  Téquation  (1),  on  donne  ky  la  valeur  a,  Téquation  ré- 
sultante a  deux  racines  égales;  soient  X  la  valeur  commune  à  ces 
deux  racines  et  a  la  valeur  de  la  troisième  racine. 

Pour  abréger,  représentons  aussi  par 

le  coefficient  de  x^  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i). 
On  a  identiquement 

-  F(a:)-  a/(3r)=  g{a){x  -  \)*(x  -  a), 
d'où 


'(a)V  ^-« 


en   désignant  respectivement  par  jjl,  v  et  ^,  y  les  quantités  ana- 
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logues  à  )v  et  à  a  et  relatives  aux  deux  racines  6  et  c  de  Téqualion 
(a),  on  a  de  même 


)/g(b)V  ^-? 

et 


=z  X fl 


=  ar  —  V. 


1       ./-P(^^ 

Multiplions  la  première  des  trois  relations  précédentes  par  ([jl  —  v), 
la  deuxième  par  (v  —  ).),  la  troisième  par  (X — jjl)  et  addition- 
nons, membre  à  membre,  les  équations  ainsi  obtenues;  il  vient 


fi-v  .  /-h\x)-^/{T) ^  v-X      /-^F(x)—b/{x) 

=1/ 


^  X-^     /-F(x)-c/(x)  ^  ^ 


/<f(c)V  ^-T 

Celle  relation  est  une  identité  qui  doit  être  vérifiée,  quelque  soitx. 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

/      F(x)      ^  /      F(j)      ^ 


—  c 


Si  maintenant  on  suppose  que  x  ne  désigne  plus  une  quantité 
arbitraire,  mais  une  racine  de  Téquation  (i),  on  a 

•^"    Ai  y 

et  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

v/^(a)  Vé-i^)  )/^{c) 

on  a  la  relation  suivante 
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Voilà  ainsi  une  forme  irrationnelle  que  Ton  peut  donner  à  Té- 
quation  (i);  d'après  ce  qui  précède,  cette  transformation  peut  être 
faite  de  quatre  façons  différentes,  puisque  Ton  peut  employer, 
pourTeflectuer,  trois  quelconques  des  racines  de  l'équation 

V  =  o. 


II. 

Si  l'on  considère  y  et  x  comme  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  mobile  du  plan,  on  peut  dire  que  l'équation  (3)  est 
une  forme  particulière  de  l'équation  de  la  courbe  du  quatrième 
ordre  représentée  par  l'équation  (i). 

Pour  parler  plus  exactement,  les  points  de  cette  courbe  satis- 
font à  l'équation  (3);  mais  cette  dernière  est  plus  générale. 

En  effet,  si  l'on  fait  disparaître  de  cette  équation  les  irration- 
nalités,  en  effectuant  le  produit  des  différentes  valeurs  que  prend 
son  premier  membre,  quand  on  donne  aux  radicaux  les  divers 
signes  dont  ils  sont  susceptibles,  on  obtient  une  équation 

U  —  o, 

dans  laquelle  U  est  un  polynôme  entier  du  quatrième  degré  en  x 
et  du  deuxième  degré  Qny. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  U  doit  être  exactement  divisible 
par 

U  est  donc  égal  au  produit  de  ce  polynôme  par  un  facteur  qui  est 
nécessairement  du  second  degré  en  x  et  en  y^  et  du  premier  degré 
par  rapport  à  chacune  de  ces  variables. 

Géométriquement,  ce  second  facteur,  égalé  à  zéro,  représente 
une  hyperbole  équilatère. 

On  voit  ainsi  que  l'équation  (3)  représente  à  la  fois  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (i)  et  une  hyperbole  équilatère  ayant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  axes. 

Ces  deux  courbes  jouissent  toutes  les  deux  de  la  propriété  géo- 
métrique exprimée  par  l'équation  (3),  propriété  très  simple  que  je 
me  dispenserai  de  transcrire  ici. 


•  4 
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III. 


On  peul  se  demander,  a  priori,  étant  donnée  Téquation  (3), 
de  déterminer  quelle  relation  il  doit  exister  entre  les  coefficients 
de  cette  équation,  pour  que  la  courbe  qu'elle  représente  se  dé- 
compose en  une  hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotes  paral- 
lèles aux  axes  et  une  autre  courbe,  qui  est  alors  nécessairement 
représentée  par  une  équation  de  même  forme  que  Téquation  (i). 

Si  celte  décomposition  a  lieu  effectivement,  on  doit  pouvoir  sa- 
tisfaire à  Téquation  (3)  par  une  valeur  de  x  de  la  forme 

ry  -\-  s 

Remarquons  maintenant  que  Ton  peut  toujours  trouver  quatre 
nombres  :  /?,  q^  r  et  s  tels,  que  l'on  ait  simultanément 

pa-^q  p^-^q  Pt -^  *! 

a  =  ^ -  9  h  =  ^—j- ,  c  =  -—^ • 

/•a  H-  5  /•  p  -f-  5  ry  -H  s 

Ces  nombres  étant  ainsi  choisis^  posons 

(4)  .^jy^zp-; 

—  ry^p 

en  substituant  ces  valeurs  de  «,  6,  c  et  :r  dans  l'équation  (3),  il 
vient,  toutes  réductions  faites. 


A  B 

J  n  — 


Si  donc  on  a  entre  les  coefficients  la  relation 

ABC 


r^  -{-  s  / 


-f-     =^o, 


\/r  a  H-  5        v^r  ^  H-  5        \/ r  ^ 

la  valeur  de  or  tirée  de  réquation(/{)  satisfait,  quel  quesoit  j',  à  l'é- 
quation (3),  et,  par  conséquent,  U  est  divisible  par  le  polvnôme 

r  xy  —  px  -h  sy  —  q\ 

le  second  facteur  de  IJ,  étant  du  premier  degré  en  y  et  du  troisième 
degré  par  rapport  à  x,  est  nécessairement  de  la  forme 

\'(x)-hy/{  X). 
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IV. 


Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  encore  exprimés  d'une 
façon  un  peu  différente. 

Soient  F{Xj  y)  et  /(^,  y)  deux  polynômes  homogènes  en  x  et 
j'j  et  du  troisième  degré  par  rapporta  ces  variables;  étant  donnée 
l'expression 

on  peut  toujours  trouver  quatre  facteurs  de  la  forme 

qui  jouissent  de  la  propriété  suivante. 

Soit  Q  l'un  de  ces  facteurs,  on  peut  toujours  poser 

TQ  =  (v/L  -h  /M  -4-  s/N) (v/L -+-  /M  —  v/N ) 

X  (y/L  - /M -4- v/N  )  (v/L  -  v/M  — /N), 

L,  M  et  N  désignant  des  polynômes  de  la  forme  suivaqte  : 

N  =(.;r-jâ7)(:r-a7)(C5-i-C'rJ. 

Il  est  bien  clair  que  dans  cet  énoncé  les  lettres  x  et^,  A,  B, 

ont  un  sens  différent  de  celui  que  je  leur  ai  attribué  dans  les  para- 
graphes précédents. 

V. 

Les  considérations  très  simples  que  j'ai  employées  pour  obtenir 
les  résultats  précédents  s'étendent  sans  difficulté  à  des  équations 
d'un  degré  supérieur  au  troisième.  Mais  ce  cas  particulier  est  de 
beaucoup  le  plus  intéressant,  et  je  me  propose  de  revenir  sur  quel- 
ques relations  dignes  de  remarque  qui  existent  entre  les  racines 
du  discriminant 

et  celles  de  l'équation 

relations  qui  peuvent  servir  utilement  d'exercice  aux  élèves. 


SUK 
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Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  I;  1873 


1.  On  connaît  la  proposition  suivante  :  «  ç(/n)  désignant  com- 
bien il  y  a  de  nombres  premiers  à  m  et  non  supérieurs  à  ni^  on  a 

m  =  ^(é/)-h  o(é/')-f-  ^(rf')-h. . ., 

rf,  rf',  d"  désignant  la  suite  des  diviseurs  de  m^  parmi  lesquels 
figurent  i  et  ni  lui-même  (  '  ).  » 

Celle  proposition  peut  se  généraliser  ainsi  qu'il  suit  : 

Désignons  en  général  par  (/w,  -r-)>  où  m  désigne  un  nombre 

entier  et  k  une  quantité  réelle  quelconque  commensurable  ou  in- 
commensurable, le  nombre  des  entiers  premiers  avec  m  et  non 

supérieurs  à  -r;  on  voit  que,  si  /r  =  1 ,  on  a  (/w,  m)=  ç(/??). 

Cela  posé,  je  dis  que  Ton  a,  m  désignant  un  nombre  entier  et 

(m \  t  •  •  <        I  '         ni 

-r  j  la  partie  entière  du  quotient  -r> 

(■>        (î)^('' J)^('''?)-^(''''t)-^--^('"'t)' 

la  somme  contenue  dans  le  second  membre  s^étendant  à  tous  les 
diviseurs  i,  r/,  rf',  .  .  .,  m  du  nombre  m. 

Pour  le  démontrer,  je  vais  faire  voir  que,  si  la  proposition  est 
vraie  pour  une  valeur  quelconque  de  Â*,  elle  est  vraie  pour  toute 
autre  valeur. 

Soit  Â*o  la  valeur  de  k  pour  laquelle  la  formule  est  supposée  vé- 
rifiée; concevons,  par  exemple,  que  k^  diminue  d'une  façon  con- 
tinue, le  premier  membre  de  la  relation  (1)  ne  pourra  changer  que 


(')    V^oy.  SKiinET,  Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  i,i. 


k. 
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si  k  passe  par  une  valeur  qui  donne  à  -r-  une  valeur  entière;  dans 

ce  passage,  f-r-j  augmentera  d'une  unité;  le  second  membre  ne 

peut  changer  que  si  Tune  ou  plusieurs  des  quantités  j  acquièrent 

une  valeur  entière,  et,  comme  alors  -r  a  aussi  une  valeur  entière, 
puisque  m  est  un  multiple  de  dy  on  voit  que  la  solution  de  la  ques- 
tion consiste  à  examiner  ce  qui  se  passe  quand  --r  est  un  entier. 

Or,  quand  -j-  est  un  entier,  il  peut  se  faire  qu'un  certain  nombre 

d'expressions  de  la  forme  j  soient  aussi  des  entiers;  supposons- 
les  rangées  par  ordre  décroissant  de  grandeur,  en  sorte  qu'elles 
forment  la  série 

T'        T'        T'        •••'        V 

J  désignant  la  plus  petite  de  ces  fractions  (il  est  clair  d'ailleurs 
que  [JL  peut  être  égal  km). 

Cela  posé,  ^  est  nécessairement  premier  avec  jjl  ;  car,  si  a  dési- 

gnait  un  diviseur  commun,  -  etT  seraient  des  nombres  entiers  et 

^  ne  serait  pas  le  dernier  terme  de  la  série.  Il  n'en  est  pas  de 
même  relativement  aux  termes  précédents;  en  effet,  si  l'on  pose 
=  e,  [JL  et  pétant  premiers  entre  eux,  on  en  déduit  (-r-dési- 

1                  J                           •        »    *  1         \x\     ,        m'         m' e 
gnant  un  quelconque  des  termes  qui  précèdent  ^  )  e  ==  -,  -  = ? 

d'où  — ,  =  -  :  et,  comme  la  fraction  -  est  irréductible,  on  en  con- 

dut  que  e'  et  m*  sont  respectivement  des  multiples  de  e  et  de  m  et 
ont  par  conséquent  un  facteur  commun. 


k 


2.  Voyons    maintenant    quels    changements    subit   le  second 

m 
I 


membre  quand  -r  prend  une  valeur  entière. 


Les  différentes  expressions  telles  que  [ni\  -r  )  ne  changent  pas 
de  valeur^  la  série  des  nombres  non  supérieurs  ii  -r-  renferme  en 
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plus,  il  est  vrai,  le  nombre  e';  mais,  comme  il  n*est  pas  premier 
avec  m\  la  somme  n'est  pas  changée;  Texpression  (l^i  t)  seule 

change,  el  augmente  précisément  d'une  unité,  puisque  }*-  et  j  sont 

premiers  entre  eux. 

La  proposition  est  donc  vraie,  si  elle  est  vraie  pour  une  valeur 
quelconque  de  A*;  et  comme  elle  l'est  évidemment  pour  une  valeur 
de  k  supérieure  à  m,  puisque  les  deux  termes  de  la  relation  (i)  se 
réduisent  à  zéro,  elle  est  démontrée. 

3.  Je  veux  maintenant  tirer  de  la  relation  m  =  So(rf),  que  j'ai 
rappelée  au  commencement  de  cette  Note,  et  dont  je  viens  de 
donner  une  nouvelle  démonstration  indépendante  de  la  formule 
qui  exprime  ç(/w)  au  moyen  de  ses  facteurs  premiers  (*  ),  une  dé- 
monstration de  cette  formule  elle-même. 

M.  Dedekind  (Théorie  des  nombres  de  Dirichlet,  p.  894)  a, 
il  est  vrai,  donné  un  théorème  remarquable  qui  permet  de  ré- 
soudre cette  question. 

Ce  théorème  s'énonce  ainsi  qu'il  suit  : 

).(/î)  désignant  un  nombre  égal  à  o,  si  n  est  divisible  par 
un  carré,  dans  le  cas  contraire ,  égal  à  ±  i  suivant  que  le 
nombre  des  facteurs  de  n  est  pair  ou  impair,  si  deux  fonctions 
f{m)  et  o(m)  sont  liées  par  la  relation  suivante 

oii,  dans  le  second  membre,  la  sommation  s'étend  à  tous  les  di^ 
viseurs  du  nombre  entier  m,  on  a  réciproquement 

la  sommation  s  étendant  également  à  tous  les  diviseurs  de  m. 

De  la  formule  (3),  on  déduit  facilement  l'expression  connue 
(p(//?),  mais  il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  de  celte  f< 
mule,  indiquée  par  M.  Dedekind,  s'appuie  précisément  sur  ce 

(')  On  connaît  d'autres  démonstrations  indépendantes  également  de  cette  I 
niulc;  voir  notamment  niiuciiLEX,  Théorie  des  nombres^  p.  2S. 
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expression;  pour  éviter  un  cercle  vicieux,  il  faudrait  donc  établir 
directement  la  relation  (3),  ce  qui  serait  du  reste  facile  en  déve- 
loppant les  considérations  qui  suivent. 

4.  Pour  obtenir  l'expression  de  'f  (/w),  je  considérerai  une  série 
de  la  forme 


I  —  X        ''  I JT*  I  —  X^ 

Soit 

e(l)j:-+-0('2)a7*-+-0(3)x3H-... 

son  développement  effectué  suivant  les  puissances  croissantes  de  j?; 
il  est  clair  que  les  coefficients  d'une  des  séries  déterminent  ceux 
de  l'autre ',  en  particulier,  on  a  évidemment 

0(m)=V(^)' 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  entier  m. 
Supposons,  en  particulier,  la  fonction  /  tellement  choisie  que, 
m  étant  décomposé  en  facteurs  premiers,  en  sorte  que 
m  =.  a*fr^cY. . .,  on  ait /(m  )=:=/(«*)/(  6P). .  ..  La  fonction/ 
reste  du  reste  arbitraire;  ainsi  /(a*)  et  /(«*)  peuvent  n'avoir 
aucune  relation  entre  elles,  si  a  et  absout  différents;  il  en  est  de 
même  de  /(a*)  et  /(6*),  si  les  facteurs  a  et  6  ne  sont  pas  les 
mêmes. 

Cela  posé,  dans  ces  h^'pothèses,  les  différents  diviseurs  du  nombre 
m  =  a^b^.  . .  étant  les  différents  termes  du  produit 

(i  -^a  -h. . .-+-  a^-*)(i  -k-  h  -\-.  ,.-k-  b^-^), . ., 
il  est  clair  que  Ton  aura 
(4)    6(m)  =  [i-h/(a)-^...-h/(a«-i;][n-/(^»)-+-...-+-/(6P-»)].... 

o.  Cette  formule  offre  un  grand  nombre  d'applications. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  a\l/(a)  =  /{b)  =  . .  .  =  —  i, 
ety(aï*)=^/(6i*)  =  . .  .=  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  jx  supé- 
rieures à  Tunilé.  On  déduira  évidemment  de  la  formule  (4)7  pour 
toute  valeur  de  m  supérieure  à  l'unité,  0(//?)=  o;  on  a  d'ailleurs 
H{i)=  I,  et  il  est  facile  de  voir  que  /(m)  =  )^(/??),  )v  désignant  la 
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même  fonction  numérique  dont  j'ai  parlé  ci-dessus  (n**  3)  (*);  on 
a  donc  l'expression  suivante,  due  à  Mœbius  {loc,  cit.)  : 

j.  j,\  j,3  j.»  J.8 

(5)         ^=  \ — --- — -,-: — -5-. — Ti-»- 


1  —  0!'  \  —  X^  \  —  X^  l  —  X*  1  —  X^ 

6.   Supposons  maintenant  que  Ton  fasse,  n  désignant  un  entier 

quelconque, 

fia)      =/(6)      =...  =  —  1, 

/(«»)     =/(6«)      =...  =  -0, 

/(an)       =/(bn)       =...=  !. 


en  sorte  que /(al*)  soit,  quel  que  soit  le  facteur  a,  égal  à  -|-  i  si  [x 
est  divisible  par  /i,  égal  à  —  1  si  jjl  est  congru  à  -h  1  suivant  le 
module  /i,  et  dans  tous  les  autres  cas  égal  à  zéro. 

De  la  formule  (4)  il  résulte  que  ô(m)  est  nul,  à  moins  que  m 
ne  soit  une  puissance /i*^"*"  exacte,  auquel  cas  ô(m)=  i  ;  d'ailleurs 
f{m)  est  toujours  égal  à  —  i  ,0  ou  -f- 1  ;  on  déduit  de  là  que,  quel 
que  soit  Tentier  /?,  la  série 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  x^  x^  x^ 


I  —  X 


tt  i-H  £3  T.  -h  £i  7  -t-..., 

I  —  x^  I  —  x^  I  —  a:* 


les  coefficients  s  étant  toujours  égaux  à  —  i  ,0  ou  -f-  i ,  et  se  déter- 
minant d'ailleurs  facilement  d'après  ce  qui  précède. 

Pour  n  =  2,  on  a  en  particulier  la  formule  suivante,  donnée  par 
M.  Liouville  {Journal  de  Math.,  i>/  série,  t.  II), 

T                       X^                       x"^  /IT^ 

(6)        X -{-  X^-ir  X^ -^  X^^-^,  .  .=   -^ . -f- 


I  —  X  1  —  J*  I  —  X^  I  —  x'* 

7.   Pour  revenir  à  l'objet  principal  de  cette  Note,  je  ferai  re- 


(')  Celle  reiiiarquai)le  fonction  numérique,  qui  se  présente  dans  la  formule  de 
M.  Dedekind,  a  aussi  été  étudiée  par  Mœbius  [Sur  un  nouveau  mode  de  réver- 
sion des  séries  {C relie,  t.  I\)],  el  par  M.  Tchebichef  [IVote  sur  différentes  sé- 
ries {Liouville,  1"  série,  l.  \V1)|. 


•  « 
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marquer  que,  de  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  o 

(7)  /7i  =  2cp(c?), 

résulte  le  développement  suivant  : 

Posons  maintenant,  quel  que  soit  le  nombre  premier  a, 
y(a«)=a'*"*(a  —  i);  il  est  clair  que,  d'après  la  formule  (4),  on 
aura 

e(m)=  ««6?  . . .  =  m        et        f{m)=  a«-»6P-ï ...  (a  -  \){b  —  i). 

D'où,  en  se  reportant  à  la  formule  (7), 

<p(/n)=aa-ï6?-»...(a  — i)(p  — i). 
Telle  est  l'expression  que  je  voulais  déduire  de  la  relation  (7)(*). 


(*  )  Depais  que  cette  Note  a  été  écrite,  j'ai  reconnu  que  la  proposition  attribuée 
à  M.  Dedekind  appartenait  en  réalité  à  M.  Liouville  (voir  Journal  de  Math., 
a*  série,  t.  II,  p.  no). 


SUR  LA 


PARTITION  DES  NOMRRES 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France^  t.  V;  1877. 


0 

1.  Le  problème  à  résoudre  est  le  suivant  :  Etant  donnés  des 

nombres  entiers  a^  b,  . . .,  l  et  un  nombre  entier  variable  N, 

trouver  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs 

de  l'équation 

N  =  ax  -i-  by  -h, ,  ,-^  lu. 

Gomme  Ta  remarqué  Euler,  le  nombre  T(N)  des  solutions  est 
égal  au  coefficient  de  N  dans  le  développement  de  la  fraction  ra- 
tionnelle 


{i  —  za)(\^z^)...{i  —  zf) 


suivant  les  puissances  croissantes  de  z. 

Je  me  propose  ici  de  trouver,  non  pas  la  valeur  exacte  de  T(N), 
mais  une  formule  qui  donne  une  valeur  approchée  de  cette  fonc- 
tion, l'erreur  commise  ayant  d'ailleurs  une  limite  fixe  indépen- 
dante de  la  valeur  rfe  N  (  *  ). 

2.  Je  m^appuierai  sur  le  Icmme  suivant  : 

Lemme.  —  Soit  -fTTx  "'^^  fraction  rationnelle  telle,  que  les 

racines  de  l'équation  /(z)=  o  soient  toutes  inégales  et  aient 
toutes  pour  module  l'unité;  si  l'on  développe  cette  fraction  en 
série  en  suivant  les  puissances  croissantes  de  z^  tous  les  coeffi- 
cients du  développement  demeurent,  en  valeur  absolue,  infé- 
rieurs à  une  limite  déterminée. 


(*)  Les  résultats  contenus  dans  cette  Note  ne  sont  peut-être  pas  nouveaux; 
mais  ils  me  paraissent  peu  connus,  et,  en  raison  de  leur  simplicité,  j*ai  pense 
qu'ils  pourraient  intéresser  quelques  lecteurs. 
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Démonstration,  —  Soit 

<p(^)^^         ,       A       ^       B       ^        H L—, 

f{x)~  z  —  a       z  —  ^      *"       z  —  X' 

^{z)  désignant  la  partie  entière  de  la  fraction  et  a,  p,  . . . ,  y  les 

racines  de  Téquation  /(s)  =05  le    coefficient  d'une   puissance 

quelconque  de  z  dans  le  développement  de  la  fraction  sera  de  la 

forme 

/>  -h  Aa'ï-h  Bp«-+-..  .H-  LX", 

p  désignant,  s'il  y  a  lieu,  le  terme  provenant  de  <ï>. 

Le  terme  complémentaire  Aa"H-  Bp"-h. .  .-f-  LX"  est,  en  vertu 
d'un  théorème  bien  connu,  inférieur  à  la  somme  des  modules  de  ses 
différents  termes  et  par  conséquent  inférieur  à  A  -h  B  -f- . . .  -H  L. 

Le  lemme  est  donc  démontré. 

3.  Considérons  maintenant  l'expression 


(1  —  Z«)(l  —  zA)(|  —  z')' 


décomposons  cette  expression  en  fractions  simples  et  réunissons 
en  un  même  groupe  ^{z)  toutes  les  fractions  dont  le  dénomina- 
teur est  une  puissance  supérieure  à  la  première  d'un  des  facteurs 
du  dénominateur  F(>5);  réunissons  de  même  dans  un  groupe  ^{z) 
toutes  les  fractions  qui  ont  l'un  de  ces  facteurs  pour  dénomina- 
teur. 

On  aura  évidemment 

¥{z)=^{z)-^^{z\ 

et,  en  désignant  respectivement  par  ©(N)  et  6(N)  les  coefficients 
de  x^  dans  les  développements  de  ^{z)  et  de  ^{z), 

T(N)=  e(N)-HO(N). 

Le  dénominateur  de  ^{z)  n'ayant  que  des  racines  simples  dont 
le  module  est  égal  à  l'unité,  il  suit  du  lemme  énoncé  plus  haut 
que  0(N)  reste  en  valeur  absolue  inférieure  une  quantité  donnée; 
on  aura  donc  approximativement 

T(N)=e(N), 
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l'erreur  commise  étant  inférieure  à  une  limite  fixe  indépendante 
du  nombre  N. 

4.  Applications.  —  Soit  à  résoudre,  en  nombres  entiers  et  po- 
sitifs, l'équation  ax  -f-  by  =  N,  a  et  6  étant  deux  nombres  entiers 
premiers  entre  eux;  on  aura  dans  ce  cas 

F(^)  = 


(I  — ;5«)(i  — ^'î') 
et 


ab  (i  — -5)*' 
d'où 

et  par  suite,  en  négligeant  la  quantité  constante  — r  >  ce  qui  est  per- 
mis eu  égard  à  l'approximation  que  l'on  veut  obtenir, 

N 
T(N)=  -.. 
ab 

C'est  la  formule  donnée  par  Paoli,  et  l'on  sait,  dans  ce  cas,  que 
l'erreur  est  moindre  que  l'unité. 
Soit  encore  à  résoudre  l'équation 

ax  H-  by-\-  c«  =  N, 

rt,  6  et  c  étant  trois  nombres  premiers  entre  eux. 
On  aura  dans  ce  cas 

...  1  I  a  -^  b  -{-  c  —  Z        I 


abc  (  I  —  z)^  7.  abc  (  i  —  ^  >'  ' 

d'où,  en  négligeant  une  quantité  constante,  ce  qui  est  permis  vu 
l'approximation  que  l'on  veut  obtenir, 

N 
T(  N } .-=  -  -—-  (  \  _j-  a  -h  /»  -f-  c  ). 
labc 


SUR 

LE  CALCUL  DES  SYSTÈMES  LINÉAIRES, 

EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE. 


Extrait   du  Journal  de  /'École  Polytechnique,    LXIP  Cahier. 


J'appelle,  suivant  Tusage  habituel,  système  linéaire  le  tableau 
des  coefficients  d'un  système  de  n  équations  linéaires  à  n  incon- 
nues. Un  tel  système  sera  dit  système  linéaire  d'ordre  n  et, 
sauf  une  exception  dont  je  parlerai  plus  loin,  je  le  représenterai 
toujours  par  une  seule  lettre  majuscule,  réservant  les  lettres 
minuscules  pour  désigner  spécialement  les  éléments  du  système 
linéaire. 

Ainsi,  par  exemple,  le  système  linéaire 

sera  représenté  par  la  seule  lettre  majuscule  A.  Dans  tout  ce  qui 
suit,  je  considérerai  ces  lettres  majuscules  représentant  les  sys- 
tèmes linéaires  comme  de  véritables  quantités,  soumises  à  toutes 
les  opérations  algébriques.  Le  sens  des  diverses  opérations  sera 
fixé  ainsi  qu'il  suit. 

Addition  et  soustraction.  —  Soient  deux  systèmes  de  même 
ordre  A  et  B;  concevons  que  Ton  forme  un  troisième  système  en 
faisant  la  somme  algébrique  des  éléments  correspondants  dans 
chacun  des  deux  premiers  systèmes.  Le  système  résultant  sera  dit 
la.  somme  des  systèmes  A  et  B,  et  si  on  le  désigne  par  G,  on  expri- 
mera le  mode  de  relation  qui  le  rattache  aux  systèmes  A  et  B  par 
Téquation  C  =  A  -f-  B.  Si,  par  exemple,  on  a 

V  _  ^    ^  R-  ""    P 

c     a  V     ^ 
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il  viendra 

^       a  -h  oL     ^  -h  S 

c  -+-  Y     d  -h  a 

La  soustraction   sera   évidemment  définie   d'une  manière   sem- 
blable. 

Multiplication.  —  Soient  deux  systèmes  de  même  ordre  A  et 
B  :  si  on  les  compose  suivant  la  règle  ordinaire,  on  obtiendra  un 
troisième  système  que  je  définirai  comme  étant  le  produit  de  A 
par  B;  si  Ton  désigne  ce  système  par  C,  le  mode  de  relation  ainsi 
défini  sera  exprimé  par  la  relation 

C  =  AB. 
Ainsi,  si  Ton  prend 


«       ^  ..  R_-       P 


A=  .         et         B  = 


on  obtiendra 


c     d  Y    ^ 

~  COL  -h  d^     cp-+-rfp' 


>  t 


L'ordre  dans  lequel  on  efTectue  une  multiplication  n'est  pas, 
comme  on  le  sait,  indifTérent,  et  il  faudra  toujours  bien  distinguer 
l'ordre  dans  lequel  on  doit  prendre  les  facteurs.  Je  dirai  que  la 
quantité  A  est  multipliée  à  droite  par  le  facteur  B  quand  le  pro- 
duit sera  AB,  et  qu'elle  est  multipliée  à  gauche  par  B  quand  le 
produit  sera  BA.  La  définition  de  la  multiplication  indique  le  sens 
qu'il  faut  attacher  aux  notations  A"  et  B"  et  à  la  dénomination  de 
puissances  entières  d'un  système  linéaire. 

Quand  deux  systèmes  seront  tels,  que  leur  produit  ne  change 
pas  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs,  je  dirai  que  ces  deux 
systèmes  sont  permutables.  Pour  éviter  toute  ambiguïté,  je  n'em- 
ploierai pas  en  général  le  signe  de  la  division.  Soit  en  effet  un 
système  X  défini  par  la  relation 

AX  =  B, 

en  posant 

\    - , 

on  ne  saurait  si,   dans  le  second  membre,  la  division  doit  6lre 
efTeclucc  à  droite  ou  à  gauche.  Cette  ambiguïté  ne  disparaîtra 
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que  dans  le  cas  où  les  deux  sj^stèmes  A  et  B  seront  permutables; 
et,  dans  ce  cas  seul,  j^emploierai  le  signe  de  la  division.  11  résulte 
de  ce  qui  précède  que  l'on  peut  appliquer  aux  systèmes  linéaires 
les  règles  de  calcul  ordinaires  de  Taddition,  de  la  soustraction,  de 
la  multiplication  et  de  Télévation  aux  puissances,  sauf  un  seul 
point,  à  savoir  que  Tordre  des  facteurs  dans  un  produit  ne  peut 
être  en  général  interverti. 

Systèmes  simples.  —  Une  sorte  de  systèmes  doit  être  particu- 
lièrement remarquée;  ce  sont  ceux  où  tous  les  éléments,  contenus 
dans  la  diagonale  décrite  de  gauche  à  droite  en  descendant,  sont 
égaux,  tous  les  autres  éléments  étant  nuls.  Tel  serait  le  système 

du  deuxième  ordre 

k    o 
o     k 

Par  exception  au  principe  posé  précédemment,  je  le  représenterai 

simplement  par  la  lettre  minuscule  désignant  la  valeur  commune 

des  éléments  de  la  diagonale.  Les  raisons  de  cette  exception  sont  : 

I  **  qu'un  tel  système 

m     o     o     o 

o    m    o     o 

o     o    m    c) 

o     o     o    ni 

peut  toujours  se  permuter  dans  la  multiplication  avec  un  autre 
système  quelconque,  en  sorte  que  l'on  a  toujours  mA  =  A/w,  ce 
qui  permet  de  placer  les  systèmes  simples  multiplicateurs  en  tète 
d'un  produit  comme  de  véritables  coefficients;  2®  que  multiplier 
un  système  A  par  un  système  simple  m  revient  à  multiplier  tous 
les  éléments  de  A  par  le  nombre  m. 

Systèmes  inverses,  —  Étant  donné  un  système 

abc 
A  =  a'     b'     c\ 
a' 


-"    b"    c' 


j'appellerai  inverse  du  premier  le  système 


a     a      a 


b     b'     b' , 
c     c      c 
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et  je  le  désignerai  par  la  notation  Â|.  Un  système  et  son  inverse 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  diagonale.  L^inverse  d'une 
somme,  d^un  produit  s^obtiendra  en  appliquant  les  deux  règles 
exprimées  par  les  équations  suivantes 

(A-hB-hC-+-...-HL)i=  (Al  -h  Bi-h...-h  Li), 
(  ABC  . . .  KL)i  =  L}  K|  ...  Cl  Bi  Al . 

J'appellerai  symétrique  tout  système  égal  à  son  inverse,  en 
sorte  qu'un  système  symétrique  quelconque  A  satisfera  à  l'équa- 
tion 

A  =  Al . 

J'appellerai  système  gauche  tout  système  égal  et  de  signe  con- 
traire à  son  inverse,  en  sorte  qu'un  système  gauche  quelconque  B 
satisfera  à  l'équation 

B-hB,  =  o. 

Systèmes  réciproques,  —  Étant  donné  un  système  quelconque 
A,  le  système  de  même  ordre  formé  avec  les  déterminants  mineurs 
de  première  espèce  sera  dit  système  réciproque  de  A,  et  je  le 
désignerai  parla  notation  A».  Par  exemple,  si 

.        a    b 
c     a 

on  aura 

4  d     -h 

—  C  a 

Le  réciproque  d'un  produit  s'obtiendra  en  appliquant  la  règle 
contenue  dans  la  formule  suivante 

(  Ai>Li  . . .  KL«  )o  =  LiQ  Kq  •  • .  Cq  Bq  Ao  . 

Une  remarque  presque  évidente,  c'est  que  les  opérations  indi- 
quées par  les  indices  i  et  o  peuvent  s'inverser  sans  que  le  résultat 
en  soit  changé,  en  sorte  que  l'on  a 

Aïo  =  Aoi , 
cl,  |)ar  con.sé(|uenl, 

A 101  =  A  on  =  Ao; 
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A  élant  un  système  quelconque,  A©  son  réciproque,  et  a  son  dé- 
terminant, on  aura  toujours  la  relation 

AAo  =  a; 

dans  celte  relation,  il  est  clair  que  a  ne  désigne  pas  le  détermi- 
nant de  A,  mais  bien  le  système  simple 

a  o  o  . . . 
o  a  o  . . . 
o     o     a  , . . 


Je  noterai  ici  les  formules  suivantes,  qui  sont  d\in  usage  conti- 
nuel dans  le  calcul  des  systèmes  linéaires.  A  désignant  un  système 
d'ordre  n  ei  a  son  déterminant,  on  aura 

el  le  déterminant  de  Aq  sera  a""*.  En  outre,  /;/  étant  un  système 
simple,  son  déterminant  sera  m"  et  Ton  aura 

(m)o  =  /n«-ï. 

Équations  linéaires.  —  J'appelle  équation  linéaire  toute  rela- 
tion entre  des  systèmes  linéaires,  ces  systèmes  pouvant  d'ailleurs 
V  entrer  par  eux-mêmes  ou  par  leurs  inverses  ou  par  leurs  réci- 
proques. Soit  une  équation  linéaire 

A  =  B; 

il  est  clair  qu'où  pourra  ajouter  aux  deux  membres  de  l'équation 
un  même  système  linéaire,  les  élèvera  une  même  puissance  en- 
tière, les  multiplier  à  droite  ou  à  gauche  par  un  même  système 
linéaire,  sans  que  Pégalité  des  deux  membres  soit  troublée.  De 
Inéquation  A=  B,  on  déduira  aussi 

A|  =  Bi ,        Ao  =  Bq. 

On  peut  même  diviser  à  droite  ou  à  gauche  les  deux  membres 
d^une  équation  par  un  même  facteur,  si  le  déterminant  de  ce  fac- 
teur n'est  pas  nul.  En  effet,  soient 


AH=:BH        et        HHo  =  /^ 


h  étant  par  h^polliî'sc  différent  de  zéro;  de  la  relation  primitive 
on  déduit 

.\E1H.  ^BHHo, 
ou  bien 

AA  =  BA 
et,  par  conséquent, 


Résoudre  une  équation  linéaire  ou  un  système  d'éqnaiioas  li- 
néaires, c'est  trouver  l'eipression  du  système  inconnu  en  fonc- 
tion des  systèmes  connus.  Quand  on  pourra  le  faire,  l'inconnue  X 
sera  donnée  par  une  relation  de  la  forme 

AX  =  B, 

et  elle  sera  généralement  déterminée,  à  moins  que  les  détermi- 
nants de  A  et  de  B  ne  soient  nuls  simultanément,  auquel  cas  X 
sera  indéterminé  ou  du  moins  affectera  la  forme  de  l'indéter- 
mination. 

Equation  aux  déterminants.  —  Une  équation  linéaire  tient 
lieu  en  général  de  n^  équations  entre  les  éléments  de  ces  svsièmes. 
l'armi  les  diverses  équations  que  l'on  peut  obtenir  en  combinant 
ensemble  ces  n^  équations,  la  plus  importante  est  l'équation 
aux  déterminants.  Elle  s'obtient  en  égalant  entre  eux  les  déter- 
minants des  deux  membres  de  l'équation  ;  en  sorte  que  si  A  =^  B 
est  l'équation  considérée,  et  si  en  général  on  désigne  par  VM  le 
déterminant  d'un  sj'stt-me  quelconque  M,  l'équation  aux  détermi- 
nants sera 

TA=TB. 

On  a  d'ailleurs,  par  un  théorème  connu, 

V(ABC...)  =  TA.TB.VC.... 

Dans  le  calcul  des  systèmes  linéaires,  on  a  très  souvent  besoin 
de  calculer  le  réciproque  ou  le  déterminant  d'une  fonction  de 
systèmes  linéaires  donnés  ;  il  est  très  important,  quand  on  le  peut, 
d'effectuer  le  calcul,  sans  être  obligé  de  recourir  aux  éléments 
des  systèmes.  Je  donnerai  dans  la  suite  plusieurs  exemples  des 
procédés  que  l'on  peut  employer,  procédés  que  du  reste  l'examen 
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(les  queslions  particulières  à  résoudre  fournit  presque  toujours 
facUement.  Au  sujet  des  équations  linéaires,  je  ferai  observer 
qu  une  équation  est  nécessairement  homogène  en  ordre,  c'est-à-dire 

que  lous  les  systèmes  qui  y  entrent  doivent  être  du  même  ordre. 

Ainsi,  dans  l'équation 

A  -f-  XB  =  o, 

il  est  clair  que  X  représente  un  système  simple  d'ordre  /i,  si  A  et  B 
sont  d'ordre  n.  On  voit  par  là  que  la  notation  adoptée  pour  les 
systèmes  simples  ne  peut  jamais  donner  lieu  à  aucune  ambiguïté. 
Ainsi,  en  supposant  que  le  déterminant  de  A  +  BX  soit  ç(X),  on 

aura  l'équation 

V(A-+-BX)=ç(X), 

et  il  est  évident,  sans  qu'il  y  ait  ambiguïté,  que  dans  le  premier 

membre,  si  A  et  B  sont  du  troisième  ordre,  X  représente  le  système 

simple 

X    o    o 

o    X    o , 

o    o    X 

tandis  que  dans  le  second  il  désigne  simplement  le  nombre  X. 

Avant  de  terminer  ce  qui  est  relatif  aux  notations  et  aux  défi- 
nitions, je  ferai  encore  les  remarques  suivantes. 
*  Le  système 

I      o     o     o      ... 
o     <>     o     o      ... 


y 
o     o     c>     (>      ... 


OÙ  tous  les  éléments  sont  nuls,  excepté  le  premier,  sera  toujours, 
dans  ce  qui  suit,  représenté  par  Q. 
Un  système  du  /i**"**  ordre 


^t 

Xi 

•   •   • 

^/l 

o 

o 

•  •   • 

o 

o 

o 

•    •    •    • 

•   •    • 

> 
o 

'   •    •    • 

où  toutes  les  lignes,  excepté  la  première,  ne  renferment  que  des 
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éléments  nuls,  sera  désiji^né  par  la  notation 

(  J^j      J^j       ...       JTn  ) 

et  par  conséquent  la  notation 

(  J*l       Xi       ...       T,f  ) 

désignera  le  système 

J"l     o     o      . 

j^t    o    o 


Tn       O       (> 


n 


En  sorte  que  si,  par  exemple,  on  a 

f  =  ax^  -h  ibxy  -h  rj'*, 
cette  relation,  qui  est  équivalente  à 

/"o       a^v       rt6       X    o 
oo        oo        b     c       y    ^ 
pourra  s'écrire 

a    b         4 
en  posant  .         =  A  , 

ou  encore 

en  posant  (x,  j")  =  X. 

II. 

Soit  A  un  système  linéaire  d'ordre  /i  ;  je  ne  considérerai  dans  ce 
qui  suit  que  des  systèmes  pouvant  s'exprimer  au  moyen  seule- 
ment de  A  et  de  systèmes  simples.  (Ceux-ci,  en  effet,  se  compor- 
tent comme  de  véritables  nombres,  en  donnant  ici  le  nom  de 
nombre,  indépendamment  de  toute  idée  arithmétique,  aux  quan- 
tités ordinaires,  et  réservant  la  dénomination  de  quantités  aux 
systèmes  linéaires  proprement  dits.)  Je  désignerai  en  général  une 
telle  fonction  numérique  de  A  parla  notation/(A);  une  fonction 
entière  de  A  sera  de  la  forme 

a-h  ?A  -f-  yA^-^..  .-4-XA'", 
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^?  ?»  T»  •••  7  2  désignant  des  sj-stèmes  simples.  Cela   posé,  si  A 
désigne  un  système  d'ordre  /i,  et  si  l'on  a 

A{A-X)  =  Q(X), 

je  dis  que  l'on  aura  identiquement 


?( 

A)  =  o. 

Ainsi,  soit 

.         a     b 

A    =                    .9 

c     d 

on  aura 

A(A-X)  = 

a 

c 

X 

d 

b 

—  X 

=:(ad 

=  (ad  —  bc)  —  l{a  -^  d )  -h  y^  ; 

on  devra  donc  avoir 

A*  —  (a  -h  d)X-h  ad  —  ^c  —  o, 

et,  en  eflet,  on  a  identiquement 

a^  -^  bc    b  (a -^  d)       ,  ,    a     b        ad  —  br         o 

c(a^-cf)   a*-4-6c  c     d  o        ad—bc 

En  général,  si  âf  désigne  le  déterminant  d'un  système  A  d'ordre  ;?, 
on  aura 

A(A  — X)  =  flf  — /wX  -H/>X'-+-...-4-(  — i)"X"; 

A  satisfera  donc  à  l'équation 

(i)  A'» — sA"-». .  .ii: //lA  qi  e/ =  o. 


On  remarquera,  ce  qui  est  utile  dans  les  applications  au  point 
de  vue  arithmétique,  que  dans  cette  équation  le  coefficient  de 
A"  est  toujours  l'unité.  Multiplions  l'équation  (i)  par  A©  (à 
gauche  ou  à  droite  indifféremment),  il  viendra,  en  remarquant 
que  AAo  =  rf, 

dXn-\  _,c^\/i-2_  .  zpmrf=bû?Ao  =  o, 
d'où 

(2)  Aq—  ni—pk.  ..  ihsA^-^qp  A'»-». 

Quoique  la  démonstration  de  cette  formule  suppose  d  différent 
de  zéro,  il  est  clair  qu'elle  subsiste  même  quand  d  est  nul. 
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Des  équations  (i)  et  (2),  il  résulte  que  toute  fonction  numé- 
rique entière  de  A  (et  aussi  de  A  et  de  Aq)  peut  se  réduire  à  un 
polynôme  où  A  ne  dépasse  pas  le  degré  (/i  —  i).  Soit  /"(A)  une 
telle  fonction;  proposons-nous  de  calculer  son  déterminant. 

Désignons  par  a,  p,  y,  .  . . ,  r^  les  racines  de  V équation  numé- 
rique ordinaire /Çk)  =  o,  en  sorte  que  l'on  ait  identiquement 

/(X)  =  a(X-a)(X-P)...(X-TO. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  identiquement 

(3)  /(A)  =  «(A-a)(A-3)...(A-T,); 

en  effet,  la  différence  entre  les  deux  membres  de  cette  équation 
sera  un  polynôme  en  A  de  degré  (n  —  i)  au  plus.  Or,  en  général, 
Téquation  (i)  est  irréductible,  c'est-à-dire  que  A  ne  peut  satis- 
faire à  aucune  équation  linéaire  de  degré  moindre;  donc  la  dif- 
férence précitée  est  nulle  ;  et  cette  conclusion  subsiste  évidemment 
môme  dans  le  cas  où  A  satisferait  à  une  équation  d'un  degré  infé- 
rieur à  n.  Prenons  maintenant  l'équation  aux  déterminants  de 
l'équation  (3),  il  viendra 

V/(A)  =  a«v(A  -  a).v(«  —  ?  . . .  v(  A  —  rj  =  a«ç(a)!p(P)  . . .  o(rJ. 

Le  déterminant  de /(A)  ne  dillere  donc  pas  de  la  résultante  des 
équations  ï) (a:)  =  o  et /(x)  =  o;  en  appelant  p  cette  résultante, 

nous  aurons  donc 

v/(A)  =  o. 

Cherchons  maintenant  le  réciproque  de /(A);  on  a,  d'après  ce 
qui  précède, 

[/(A)]o./(A)  =  p,         d'où         [/(A)]o  = 


/(AT 


pour  obtenir  le  réciproque  de /(A),  il  suffira  donc  de  diviser  p  par 
y*(A),  la  division,  en  tenant  compte  de  la  relation  identique 
o(A)  =  o,  devra  se  faire  exactement,  et  le  quotient  donnera  la 
valeur  du  réciproque  cherché.  En  particulier,  cherchons  (A  —  p), 
on  aura 
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OU  bien,  comme  ^(A)  est  nulle, 

quantité  évidemment  entière.  Je  remarquerai  ici  que  celte  der- 
nière formule  subsiste  encore  quand  p  est  une  racine  de  Téquation 

<p(X)  =  o. 

Je  cite  ce  cas  particulier,  parce  qu'il  est  d'une  application  fréquente 
dans  la  théorie  des  formes  binaires. 

On  a  en  effet  ce  principe  bien  simple,  mais  d'une  grande  im- 
portance: si  le  déterminant  d'un  système  B  est  nul,  Bq  estdécom- 
posable  en  deux  facteurs,  l'un  de  la  forme  (a,  6,  c,  . . .,  z??),  et 
l'autre  de  la  forme  (a,  ^,7,  . . . ,  [a).  Par  exemple,  si 


on  a 


0 

s     " 

-y 

B=- 

m 

0 

-r, 

y 

—  X 

0 

X 

0 

0          X 

y  - 

Bo=r 

0 

0x0 

0   0 

<M 

0 

0        0 

0   0 

Il  suit  de  là  que,  A  étant  un  système  linéaire  ([uciconque  cl  \  une 

racine  de  l'équation 

V(A  — X)  =  o, 

(A  —  X)o  sera  décomposable  de  la  façon  indiquée.  On  pourra  donc 
toujours  trouver  en  général  n  fonctions  entières  de  A, 

telles,  que  l'on  ait  identiquement 

a  o  o.  . .  o  00.. 

b  o  o. .  .  o  o    o. . . 

m -+-/>A -+-^  A* -h.  .  .-H  jA'»-»  =  c  o  o...  xa  p     y... 

m    o     o . . .  

ai    a^    a^(... 

COL      r Ji      ry .  .  . 


Je  dis  en  général,  car  il  peut  se  faire  que  le  système  A  satis- 
fasse à  une  équation  '{'(A)  =  o  d'un  degré  inférieur  à  n,  el  qu'en 
venu  de  celle  équation  le  polynôme  (A  —  À)j  soil  identiquement 
nul,  auquel  cas  la  décomposition  correspondant  k  la  racine  X 
n'offre  plus  de  sens. 

Au  sujet  de  ce  mode  de  décomposition,  je  ferai  encore  la  re- 
marque suivante,  dont  l'application  se  présente  très  souvent.  Si 
A  désigne  un  système  linéaire  quelconque  et  oc,  ^  deux  racines  de 
l'équation 

T(A-À)  =  <., 
on  aura  idenliqucment 

(.\-«)«.(A-?)o  =  <.. 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  que  A  soit  du  troisième  ordre 
et  soient  a,  ^,  y  les  trois  racines  de  l'équation 

r(A-i)  =  o. 

On  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

(A-a)„  =  (A-3)(A-v)     f[     (A-?).=(A-a)(A--r). 

d'où 

(A-9)o(A-3)„=.|(A-a)tA-?)(A-Y)]{A-Y). 

Or  la  quantité  entre  crochels  est  identiquement  nulle.  Celte  dé- 
monstration est  évidemment  générale.  Soient  maintenant  X,-  cl  iy 
deux  racines  quelconques  de  l'équation  V(  A  —  À)  ^  o,  el  suppo- 
sons que  l'on  ait 

(  A  —  lii^  =  («/,  bi,  c;,. . .)  (a/,  pi,  -'.i...  ■  h  ; 

de  la  relation 

(A-X,-)o.{A-).y)o  =  o 
on  déduira 


Cette  relation,  ainsi  que  d'autres  que  l'on  peut  trouver  facile- 
heot  entre  les  éléments  (a,  ft,  c,  ...)  el  (x,  |J,  v, ,..),  trouvera  de 
*f>  ap[ilic<ilii>iis  dans  la  théorie  des  formes. 
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J'ai  montré  qu'un  système  linéaire  quelconque  A  satisfait  tou- 
jours à  une  équation  d\in  degré  égal  à  celui  de  son  ordre;  mais 
il  peut  se  faire  qu'il  satisfasse  à  une  équation  d'un  degré  moindre  ; 
clans  tous  les  cas,  il  y  aura  une  équation  irréductible  d'un  certain 
degré,  m  par  exemple^  auquel  il  satisfera.  Par  conséquent,  toute 
fonction  entière  de  A  pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'un  poly- 
nôme en  A  du  degré  (m — i)  au  plus,  et  cela  d'une  seule 
manière. 

Il  en  sera  de  même,  en  général,  de  toute  fonction  rationnelle 
de  A,  c'est-à-dire  de  toute  fonction  satisfaisant  à  une  équation  de 

la  forme 

/(.A).X.0(A)  =  4;(A); 

car  de  là  on  tire 

expression  qui,  si  X  est  déterminée,  sera  aussi  un  polynôme 
entier  en  A.  Cette  forme,  sous  laquelle  on  peut  réduire  toute 
fonction  rationnelle  d'un  système,  sera  dite  la  forme  canonique 
de  cette  fonction. 

En  terminant  les  considérations  les  plus  générales  relatives  aux 
systèmes  linéaires,  je  ferai  la  remarque  importante  qui  suit  :  Un 
produit  de  facteurs  linéaires  peut  être  nul  sans  qu'aucun  des  fac- 
teurs le  soit.  Mais  si  l'on  a,  par  exemple, 

AB  =  o, 

et  qu'aucun  des  facteurs  A  et  B  ne  soit  nul,  on  devra  avoir 

V(A)  =  o    Cl    V(B)  =  o, 

car,  pour  fixer  les  idées,  si  V(  A)  n'était  pas  nul,  en  multipliant  à 
gauche  l'équation  donnée  par  Aq,  on  en  déduirait 

V(A).B  =o, 

et,  par  conséquent,  B  ==  o.  De  là  suit  encore  que,  si  Ton  a  AB  =  o, 
et  si  V(  A)  est  difl^rent  de  zéro,  on  doit  avoir  B  =  o. 
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ÏII, 


J'appelle  fonclion  de  deux  systèmes  linéaires  tout  système  qui 
peut  s'exprimer  au  moyen  de  deux  systèmes  donnés  de  même 
ordre  et  de  systèmes  simples.  Ces  deux  systèmes  étant  A  el  B,  je 
désignerai  une  telle  fonction  par  la  notation y*( A,  B).  Pour  Tin- 
stant  et  pour  ne  pas  entrer  dans  de  trop  longs  développements,  je 
me  bornerai  à  considérer  des  systèmes  du  deuxième  ordre.  Soient 
donc  A  et  B  deux  tels  systèmes,  a  et  b  leurs  déterminants.  A  et  B 
satisferont  aux  deux  équations  suivantes  : 

(i)  A*  —  a  A  -+-  a  =  o, 

d'où  Ton  déduit 

Obis)  jA-^Ao  =  a, 

I  B-+-Bo  =  p. 

Dans  le  cas  où  les  systèmes  A  et  B  sont  du  deuxième  ordre,  on  a 
toujours 

(A-»-B)o=  Ao-4-Bu; 
posant  donc 

V(A-HB)  =  a-h«>-h6, 
on  aura 

(Ao-+-Bo)(A-f-B)  =  rt-hivH-6 

ou,  en  développant, 

Ao  A  -h  Ao  B  -h  Bo  A  -4-  Bo  B  =  a  -+-  tr  -H  6  ; 

d'où 

AoB-f-  BoA  =  w. 

Remplaçons  dans  cette  équation  Aq  et  B©  par  leurs  valeurs  tirées 

de  1  (6/5),  il  viendra 

AB-*-  BA  =  aB  -+-  pA-+-  w, 
d'où  enfin 

(V)  HA=- AB  -f-aB-+-?A-+-(r. 

Au  moyen  des  (h| nations  (i),  (•*.)  et  (3)  toute  fonction  entière  de 
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A  et  de  B  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

m  -hpX  -+-  7  B  -h  rAB  , 

et  même  (ce  qui  est  utile  dans  beaucoup  d'applications),  si  les 
coeHicients  dans  la  fonction  donnée  sont  entiers,  m,  />,  7,  r  seront 
aussi  entiers.  Quand  une  fonction  de  deux  variables  Â  et  B  sera 
ainsi  réduite  à  la  forme  ci-dessus,  je  dirai  qu'elle  est  réduite  à  sa 
forme  canonique.  En  général  (sauf  quelques  cas  très  particu- 
liers), une  fonction  donnée  ne  pourra  se  mettre  que  d'une  seule 
manière  sous  la  forme  canonique.  Une  fois  mise  sous  cette  forme, 
il  sera  très  facile  de  calculer  son  déterminant.  Pour  cela,  il  suffit 

de  poser 

(A  —  X  -»- /) A  -+-  7  B  -4-  /•  AB )  =  X*  -+-  ©X  -H  ^ , 

où  ç  et  '^  désignent  des  fonctions  inconnues  de/?,  q,  r.  De  là  on 
déduit 

(/?A-»-^BH-rAB)«-4-(/?A-4-^B-h  rAB)tp  -+-  ^  =  o. 

Cette  équation  devant  devenir  identique  quand  on  réduit  le  pre- 
mier membre  à  sa  forme  canonique,  on  obtiendra  facilement  la 
valeur  de  «p,  «i,  et  par  suite  le  déterminant  cherché. 

En  comparant  avec  la  théorie  des  quaternions  la  théorie  des 
systèmes  de  la  forme 

X  -T-yX  -h  zB  -¥-  wAB  , 

où  A.  et  B  désignent  deux  systèmes  quelconques  du  deuxième 
ordre  assujettis  aux  relations  (1),  (2)  et  (3),  on  remarquera  l'ana- 
logie qui  existe  entre  ces  deux  théories.  Le  calcul  des  systèmes 
linéaires  donne  ainsi  une  interprétation  simple  et  pour  ainsi  dire 
arithmétique  des  imaginaires  ordinaires,  des  quaternions,  des  clefs 
algébriques  de  Cauchy,  des  imaginaires  congruentielles  de  Galois. 
Si  la  substitution  des  systèmes  linéaires  à  la  place  des  symboles 
ne  me  paraît  pas  devoir  être  avantageuse  pour  le  calcul,  cepen- 
dant la  notion  des  systèmes  linéaires  me  parait  bien  plus  précise, 
et,  par  cette  précision  même,  elle  permet  de  développer  et  d\ip- 
profondir  bien  des  points  que  le  calcul  purement  symbolique  ne 
saurait  atteindre.  L'exemple  suivant  fera  peut-être  mieux  saisir 
ma  pensée,  en  montrant  quels  points  de  contact  et  quelles  diflc- 
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rences  il  exisle  entre  le  calcul  des  sj'slèmes  linéaires  et  le  cal<?  «-*^ 
des  symboles. 

Soit  un  nombre  premier/?;  imaginons  tous  les  systèmes  d'ordre 
/i,  dans  lesquels  les  éléments  sont  les  nombres  entiers  inférieure 
k  p  ou  zéro.  Ces  systèmes,  en  mettant  zéro  de  côté,  seront  évi- 
demment au  nombre  de  /?"'""*  ;  nous  les  appellerons  les  résidas 
de  p  d'ordre  n.  Représentons  par  y(X)  une  fonction  numérique 
entière  d'une  variable  X  d'ordre  n,  et  cherchons  les  solutions 
entières  de  la  congruence /(X)  ^  o  (mod./>).  Les  diverses  so- 
lutions devront  évidemment  se  trouver  parmi  les/?"'""*  résidus  de 
p.  Cela  posé,  pour  résoudre  complètement  la  question,  les  trois 
problèmes  suivants  seront  à  résoudre  : 

i"  En  séparant  les  racines  qui  sont  des  systèmes  simples,  dis- 
tribuer les  autres  racines  en  groupes  tels  que,  dans  chaque  groupe 
deux  racines  soient  permutables  (suivant  le  module/?)  ; 

2°  Dans  chaque  groupe  étudier  les  relations  qui  lient  entre 
elles  les  racines  de  ce  groupe  ; 

3°  Etudier  les  rapports  des  différents  groupes  entre  eux. 

La  théorie  de  Galois  répond  précisément  au  second  de  ces  pro- 
blèmes, mais  laisse  complètement  intact  le  troisième. 

Ce  qui  précède  suflil  pour  donner  une  idée  de  ce  que  serait 
une  étude  complète  des  fonctions  de  deux  systèmes  linéaires  d'un 
ordre  quelconque. 

On  voit  de  suite  qu'une  pareille  fonction  doit  pouvoir  s'expri- 
mer au  moyen  d'un  nombre  limite  d'expressions  telles  que 
A'B/A*B*....  Car  si  nous  supposons 

il  est  évident  que  dans  ce  développement,  n  étant  de  l'ordre  des 
systèmes,  on  pourra  faire  en  sorte  que  A  et  B  n'y  entrent  qu'avec 
des  exposants  inférieurs  à  n;  en  outre,  si  l'on  considère  un  grou- 
pement quelconque 

A'B>A^..., 

il  ne  pourra  pas  se  trouver  répété  plus  de  {n  —  i)  fois  de  suite. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  plus  de  détails,  il  est 
clair  (|u\ine  fonction  entière /(A,  B)  pourra  toujours  se  mettre 
sous  une  forme  ne  contenant  qu\iu  nombre  limité  de  termes.  Si 
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^lle  ne  peut  être  mise  sous  celle  forme  que  d'une  seule  manirre, 
nous  dirons  quey(  A,  B)  est  réduite  à  sa  forme  canonique;  et  si 
une  fonction  de  Â  et  de  B,  mise  sous  sa  forme  canonique,  est  nulle, 
tous  les  coefficients  des  divers  systèmes  linéaires  qui  y  entreront 
seront  nuls.  Il  est  clair  que  cette  notion  de  forme  canonique  peut 
s^ëtendre  aux  fonctions  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
systèmes  linéaires.  Deux  problèmes  généraux  se  présentent  alors  : 

1®  Étant  donnée  la  fonction  la  plus  générale  d\in  nombre  quel- 
conque de  systèmes,  la  réduire  à  sa  forme  canonique  ; 

2®  Étant  donnée  la  fonction  la  plus  générale  d'un  nombre 
quelconque  de  systèmes  linéaires,  trouver  son  déterminant  et  le 
système  réciproque. 

La  solution  de  ces  problèmes,  dont  le  second  dépend  néces- 
sairement du  premier,  est  d'un  très  grand  intérêt  dans  le  calcul 
des  systèmes  linéaires  ;  j'espère  en  montrer  plus  tard  d'intéressantes 
applications  dans  la  théorie  des  formes  binaires. 


IV. 

Je  termine  ici  ces  considérations  préliminaires,  que  l'on  trou- 
vera peut-être  un  peu  longues,  mais  qui  étaient  nécessaires  pour 
me  permettre  d'exposer,  d'une  façon  suffisamment  claire,  les  di- 
verses applications  que  j'ai  faites  du  calcul  des  systèmes  linéaires. 
J'exposerai  d'abord  sous  quel  point  de  vue  je  considère  la  théorie 
des  formes  quadratiques.  Soit  /(^i  X2  ,. .  Xn)  une  forme  quadra- 
tique à  n  variables;  posons 

'    ^/  /  / 

-  -y^—    =  aj  a^i  -h  C^i  Tj  -4-   ...    -h  A'i  Xfi  , 

2  axi 

-  j —    =  a^Xi  -H  O^Xi  -H  ...  -4-  A'î  J"/|  , 

2  axi 


-  -j —  =  «n^l  -+-  OnX%  -h  ...  -^  KnXn\ 
2  aXn 


le  système  linéaire  d'ordre  n 

Cl\  U\  ...  A*! 

flj  Oj  .  .  .  A*J  , 

^'/»  *^n  •  •  •  A/i 
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qui  est  évidemment  symétrique,  sera   dit  représenter  la  forme 
/{^i,  X'ii  •  •  •<.  J^/i).    En   sorte  que  toute  forme  quadratique  à  n 
variables  sera  représentée  par  un  système  symétrique  d'ordre  n\ 
réciproquement,  ce  système  déterminera  complètement  la  forme. 
Soit  A  le  système  représentatif  de  la  forme  /(^i ,  X2,  . . . ,  Xn)  et 


X  = 


J*l      o      o      o.  .  . 
J'j      o      o      «... 

Xn       O      O      O.  .  . 


1 


on  aura  évidemment 

(a)  U/(r,r,...)  =  X,AX. 

Je  représenterai  très  souvent  la  forme /(j:,,  x^,  .  • . ,  Xn)  par  la 
notation /(X);  cette  notation,  qui  ne  peut  donner  lieu  à  aucune 
ambiguïté,  permet  d'écrire  avec  simplicité  des  formules  qui  au- 
trement seraient  très  compliquées.  Soit,  par  exemple,  une  forme 
binaire/(x,^);  en  posant 

X     o 

y  « 

je  désignerai  simplement /(j:,j^)  par  y(X);  supposons  que  les 
variables  x  ei y  prennent  les  valeurs  suivantes  : 

en  posant 

»     ?       ,,  ,-      5     o      _ 

=  11,         ci  =  S. 


Y     0  T,     o 


la  forme /(ao:  4-  ?^y  4-  ;,  y^r  -\-  oy  -\-  y,)  sera  simplement  repré- 
sentée par /(H,  X  -+-  S). 

De  l'équation  (a)  résulte  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante qui,  du  reste,  a  été  donnée  explicitement  parEisenstein  (•)  : 
si  une  forme/(^i,  ^2>'-')'  représentée  par  le  système  A,  se 
change  par  une  substitution  H  en  la  forme  ^(^i,  ^2?  •  •  •)  repré- 


(*)  A^eue  Théorème  von  hohern  Arithmetik, 
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senlëe  par  le  système  B,  on  a  Téquation 
(i)  H,AH  =  B. 

Cette  équation  et  la  remarque  suivante,  à  savoir  que,  si  une 
forme  est  représentée  par  un  sj^stème  A,  son  adjointe  est  repré- 
sentée par  le  système  réciproque  Aq,  sont  les  bases  de  toute  la 
théorie  des  formes  quadratiques.  Je  n^en  déduirai  pas  toutes  les 
conséquences,  je  n'aurai  qu'à  refaire  une  théorie  bien  connue;  je 
me  contenterai  d'en  montrer  l'application  à  quelques  questions 
particulières.  J'examinerai  d'abord  la  question  de  la  composi- 
tion des  formes  en  revenant  sur  un  problème  déjà  résolu  par 
Gauss. 

Soient  deux  formes  binaires  g  et  A,  proposons-nous  de  trouver 
une  forme  binaire/ composée  des  deux  premières.  Soient  A,  B,  C 
les  systèmes  linéaires  représentatifs  des  formes  y,  g^  g'  et  soient 
a,  p,  Y  leurs  déterminants.  11  est  clair,  d'après  la  notion  même 
d'une  forme  composée,  que  la  forme/ doit  être  telle,  qu'en  dési- 
gnant par  R  un  système  linéaire  du  premier  degré  en  x  et  j^,  on 
ait  identiquement 

d'où  l'on  déduit,  en  désignant  par  r  le  déterminant  de  R, 


de  là  on  déduit  encore 


^I  A  =  R|oCRo. 

2 


Posons 


J^       O  O       J^ 

Ro  =  H  -t-  K  , 

y     Q  o     y 


H  et  K  désignant  des  systèmes  linéaires  indéterminés;  on  devra 
avoir,  en  écrivant  A  = 


a    b 
b     c 


a        a          fx  y             oo\/j^o           o    x 

=  1  -^11,-+-             K,)C(H             -+-K 

g^b  ÇY£        \o  o             ^    r       /       \      r     "           ^    y 

a       a 


> 


à 
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ce  qui,  en  effectuant  le  développement,  fournit  les  quatre  équa- 
tions suivantes  : 

—J —  o     X     Y  jr     o  o      "  '  X    y  o     x 

«       =  xIIiGHx  ,  *     =  xHiCKx 

oooo  y    o  (»ooo  ^    y 


X 

o 

2 

y 

o 

o 

O 

X 

o 

o 

O 

y 

o 

o 

^7^ 

OOOO  X      o  OO  DO  O       T 

^..(,    =  xKiCHx  ,  .rvc  =  xKiGKx 

^  *   ■  o    X     y  y    o  O      ^^-i-1        or     y  o    y 

En  se  reportant  à  la  formule  (a),  il  est  facile  de  voir  que  les 
(|uatre  équations  ci-dessus  peuvent  être  remplacées  par  les  trois 
suivantes  : 


(?)    I^B  =  H,CH,         1^B  =  K,CK,         ^  B  =  K|CH-hn,CK 

^  CL  7, 

Des  deux  premières  on  déduit 

l  BHo  =  II,Ci/|, 


|BKo=K.Gy/^ 


Or,  je  dis  qu'il  suffit  de  trouver  des  systèmes  H  et  K  satisfai- 
sant aux  équations  (a);  en  effet,  ces  systèmes  trouvés,  si  l'on 
porte  dans  les  équations  (^)  les  valeurs  de  H^C  et  de  K|C  tirées 
des  équations  (a),  on  trouvera,  en  écrivant  V.  H  =  A,  V.K  =  ky 

(Y)       fi  =  /ia/7?,  c  =  Aav^,         ^6  = -^  (HoK -*- KoH  ). 

(]omme  les  systèmes  H  et  K  sont  du  deuxième  ordre,  la  quantité 

(HoKh-KoU) 

se  réduit  à  un  simple  nombre;  les  formules  (y)  donneront  donc 
les  coefficients  cherchés  de  la  forme /(x,r). 

On  voit  que  toute  la  question  est  ramenée  à  trouver  des  sys- 
tèmes H  et  K  satisfaisant  aux  équations  (a).  Voici  la  méthode 
que  Ton  peut  employer  à  cet  égard.  Soit,  en  général,  à  résoudre 
IVquation 

(0^  BHo  =  |/§.H,C: 


A 
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posons 

Hr^CoPi-XPoB, 

où  P  désigne  un  système  linëaire  arbitraire  et  X  une  constante 
indéterminée.  On  aura 

Ho=  Pio  — XBoP,         H,  =  PCo-XBP,o; 
par  suite, 

BHo  =  BPioGvpP,        H,C  =  yP  — ^BP,oC; 

éliminons  BPiqC,  il  viendra 

XBHo-»-n,C  =  (Y  — Xïp)P. 

Si  donc  on  choisit  la  constante  X,  de  telle  sorte  que  X  =  4/|, 


on  aura 

BH 


o=^^.n,C: 


la  valeur  donnée  de  H  suffira  à  Inéquation  (o),  quel  que  soit  le 
système  arbitraire  P.  La  question  proposée  est  complètement 
résolue;  il  y  aurait  quelques  remarques  à  ajouter  et  quelques  res- 
trictions à  faire  si  Ton  voulait  que  les  nombres  a,  6,  c  fussent 
entiers.  Je  laisserai  de  côté  cette  recherche,  d'ailleurs  facile;  mon 
seul  but  a  été  de  montrer  de  quelle  manière  simple  et  naturelle 
remploi  des  systèmes  linéaires  fournissait,  et  dans  ses  moindres 
détails,  la  belle  solution  donnée  par  Gauss  dans  ses  Disquisi- 
liones  (§  CCXXXVI). 

J'en  viens  maintenant  à  une  question  plus  importante,  celle 
de  la  transformation  des  formes  d'un  nombre  quelconque  de 
variables. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  j'appellerai  toujours  déterminant  d^une 
J'arme  le  déterminant  du  système  linéaire  qui  la  représente.  C'est, 
au  signe  près,  la  définition  de  Gauss.  Ceci  posé,  soient /et  g 
deux  formes  transformables  l'une  dans  l'autre  par  une  substitu- 
tion H,  et  soient  A  et  B  les  deux  systèmes  qui  les  représentent 
respectivement.  On  aura  l'équation 

(i)  n,AH  =  B; 

et,  en  appelant  a,  6,  r^  les  déterminants  des  systèmes  A,  R,  H, 

i6 
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'ti  sera  connu  au  signe  près  parla  rclalion  «7,2  =  b.  Je  supposerai 
du  reste  a  et  h  ditTérents  de  zéro.  Posons 

(i)  H,A~AH  =  V, 

on  en  déduira,  A  étant  symétrique, 

V,  =  AH-H,A, 

d'où 

V-hV,  =0; 

Vest  donc  un  système  gauche  ne  contenant  que -=  pi  élé- 

I  •  ^ 

ments,  que  je  désignerai  par  Xt,  X2j  .  . . ,  x^. 

Le  système  H  satisfera  en  outre  à  une  équation  du  degré  /i, 


H«-h...=hTi  =  o 


1 


contenant  (/i  —  i)  coefficients  5|,  ^2»  •  •  •>  ^n-i'  La  solution  pro- 
posée consiste  à  prendre  pour  inconnues  auxiliaires  les  jjl  -|-  /i  —  i 
quantités  X|,  x^^  . . . ,  x^^  3|,  .  . . ,  z,i-i  et  à  exprimer  H  au  moyen 
de  ces  quantités.  A  cet  effet,  soit  ^(H)  =  o  Téqualion  à  laquelle 
satisfait  II  ;  multiplions  à  droite  les  deux  membres  de  Téquation  (  2  ) 
par  H,  il  viendra,  en  remarquant  que  H|  AH  =  B, 

B  — An«  =  VH; 

et  eu  multipliant  à  gauche  cette  dernière  relation  par  Aq, 

AoB  — «11^=  AoVH. 

Posons,  pour  abréger, 

€t  '  a 

nous  obtiendrons 

Collo  équation,  jointe  à  la  relation  5(H)  =  o,  permettra 
d*éliminer  successivement  de  celle  dernière  les  puissances  de  H 
supérieures  à  la  première;  en  sorte  que  Ton  obtiendra  H  exprimé 
au  mo\on  do  T,  l'  et  des  inconnues  auxiliaires  ^1,  ^j,. . . ,  s„_i, 
l.os  nombres  r  et  les  nombn^s  x  ne  seront  pas  d'ailleurs  îndépen- 
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dants,  mais  devront  satisfaire  à  certaines  équations  algébriques 
que  fournira  la  méthode  précédente. 

Appliquons  la  méthode  qui  précède  à  la  transformation  d\ine 
forme  en  elle-même.  L'équation  à  résoudre  sera  dans  ce  cas 

(4)  H,AH  =  A. 

Je  remarquerai  d'abord  que  Téquation  en  \ 

v(n-X)  =  o 

a  toutes  ses  racines  réciproques.  On  a,  en  effet,  évidemment  la 
série  d'identités  suivante  : 

T(H,  —  X)V(AH)  =  V(HiAH— XAII)  =  V(A-XAH)  =  VA.V(i  — XH). 

Or, 

V(H,~X)  =  V(H-X); 

la  relation  précédente  pourra  donc  s'écrire  ainsi  : 

V(H-X)V(AH)  =  V(A)V(i  — XH), 

et  il  en  résulte  que,  si  l'équation  V(H  —  X)  =  o  est  satisfaite  pour 
Az=p,  elle  sera  aussi  satisfaite  pour  X  =  -;  c'est  ce  qu'il  fallait 

r 

démontrer.  Par  suite,  on  voit  que  l'équation  p(H)  =  o,  à  laquelle 
satisfait  H,  ne  contiendra  que coefficients  indéterminés  si  n 

est  impair  et  -  si   n  est  pair.    Dans  tous  les   cas,    appelons  z^^ 
z^j  . . .,  5v  ces  coefficients.  En  posant  comme  ci-dessus 

H,A  — An=V,, 
on  en  déduira 

(5)  IPr-i-în, 

relation  où,  pour  abréger,  j'ai  posé  T  ==  AoV.  Elle  fait  voir  que  H 
est  une  fonction  entière  de  T,  et  par  conséquent  de  la  forme 

a-HpT-hYT«-i-.... 

Les  coefficients  a,  p,  y,  . . .  peuvent  se  calculer  a  priori.  En  effet, 

dans  le  polynôme 

an-  {JT-h  YTi-4-..., 


'j4'i  alokuuk. 


séparons  les  termes  de  degré  pair  et  les  termes  de  degré  impair; 

])Osons 

n=/(T»)-hT6(T*). 

Des  relations  évidentes 

T,  A  =  -  VAo A  =  -  Va  =  -  A.  AoV  =  -  AT, 
TJ  A  ==  AT» . . . ,         T J  =  —  AT» . . . , 

on  déduit  sans  peine  que  Ton  aura 

/(Tî)A=:A/T*,         ^(Tî)T,A  =  -AT4.(T«). 

On  aura  donc 

HiA  =  A[/(T»)-T4;(T*}]         et         n,AH  =  A[/*(T»)  —  T»4/î(T«)]. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  H  transforme 
en  elle-même  la  forme  proposée  sera  obtenue  en  exprimant  que 
/2(T^)  —  T2'i2(T^)  se  réduit  à  i  en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion 'yj^(T)  =  o,  à  laquelle  satisfait  le  système  T,  et  H  sera 
exprimé  de  cette  façon  en  fonction  de  V  et  des  coefficients  z^ , 

-^2  4     *  *  *  )  ^V  * 

La  formule  ainsi  obtenue  donnerait  toujours  des  solutions, 
mais  elle  serait  trop  générale  en  ce  sens  qu'elle  donnerait  plu- 
sieurs fois  la  même  solution.  Il  faut  encore  exprimer  que  Ton  a 

IIiA  — AH  =V; 

or,  des  formules  données  ci-dessus,  il  résulte 

V=ntA-AII=  A[/(T2)-T4.(T«)-/(Tî)-T^.(T«)]; 

d'où  Ton  déduit 

V  =  -2AT6(T2)        Cl        Til(T«)=r— —  =z  — -L. 

La  forme  sous  laquelle  H  peut  se  mettre  est  donc  celle-ci  (sauf 
le  cas  où  Ton  a  H-  =  i,  et  par  conséquent  V=  o,  auquel  cas  il 
faut  modifier  un  peu  la  méthode  précédente) 

11--  — ^-/(T«), 
•2  a       "^ 
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/"(T^)  désignant  une  fonction  paire  de  T  satisfaisant  à  l'équation 


/*=!  + 


4a^ 


Je  vais  déduire,  de  cette  formule  une  propriété  commune  à 
toutes  les  formes  d'un  nombre  impair  de  variables,  et  que 
M.  Hermite  a  signalée  pour  le  cas  de  trois  variables.  Dans  ce  cas, 
CD  le  sait,  le  déterminant  de  V  est  nul,  et  par  conséquent  celui  de 
T  l'est  également.  To  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

et  Ton  aura 

T.(W|,  «2,.  ..,  Un)  =  O. 

Or,  la  valeur  de  il  est 

H  ==b  I haTî-f-vT* 

le  premier  terme  étant  ±:  i,  car  pour  V=o  la  formule  doit  se 
réduire  à  H  ==  zfc  i . 

Multiplions  à  droite  les  deux  membres  do  cette  équation  par 
(mi,  «25-  •  M  w„),  il  viendra,  en  remarquant  que 

T.(M|,  Ui Un)  =  O, 

H.  ({/],  {/s,  . . .,  a„)  =  rb  (  Ml,  Ms,  . .  .,  a^  ). 

Il  siiil  de  là  que  la  fonction  du  premier  degré 

Xi  M|  -h  J-j  Mj  -»-  .  .  .-h  Tft  Un 

se  reproduit,  ou  du  moins  ne  fait  que  changer  de  signe  quand  on 
la  transforme  par  la  substitution  il. 

Je  vais  maintenant  reprendre  la  solution  donnée  et  l'appliquer 
avec  plus  de  détails  aux  formes  quadratiques  à  trois  variables. 

Soit  une  forme  /{x, y,  z)^  représentée  par  le  système  A;  on 
voit  facilement  que  si  Ton  pose 

o  z     —y 

\  =  —  z  o  ir, 

y     —  Jr  o 

on  aura 

(a>)  V(A-hXV)  =  ^+X*A 
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en  représenlanl  par  d  le  déterminant  de  la  formey,  et  écrivant, 
pour  abréger,  /au  lieu  Ae  f{x,y^  z).  On  aura  donc 

V(  AoV-  X)  =  —  X»  —Xdf, 

et  le  système  AoV=:  T  satisfera  à  Téquation 

(6)  T3-+-^T  =  o. 

On  peut  supposer  le  déterminant  de  la  substitution  II  égal  à  i, 
sans  nuire  à  la  généralité  de  la  solution;  car,  de  cette  façon,  on 
obtiendra  toutes  les  transformations  propres ,  et  les  transfor- 
mations impropres  s'en  déduiront  en  prenant  les  premières  en 
signe  contraire.  Ce  système  H  satisfera  ainsi  à  une  équation  de 
la  forme 

(7)  H3_tvH»-+-tvH  — I  =  0. 

Posons  maintenant 

o  z  —  Y 

H,A  — AH=V=— z  o  X. 

y  —  X  o 

La  relation  qui  doit  exister  entre  les  inconnues  auxiliaires  iv\ 
x^y,  z  s'obtiendra  facilement  en  remarquant  que  l'on  a  iden- 
tiquement 

(H,  — X)A(II-f-X)  =  HiAIlH-A(H,A- AH)  — XîA  =  (i  — X«)A-hXV, 

d'où  l'on  tire  ,  en  prenant  l'équation  aux  déterminants  et  en 
ajant  égard  à  l'équation  (w)  et  à  l'équation  (7),  qui  donne 
V(H  —  X)  =  I  —  X(v  -I-  X2,p  _  \z^ 

f/v(n,  — X)V(h-hX)  =  rf[(i-HM^x«)»-x»(iv-i-x»)] 

=  c?(i— Xî)3-i-X«(i  — Xî)/. 

En  développant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  on  trouvera 
qu'elle  est  satisfaite  si  l'on  prend/  de  telle  sorte  que  l'on  ait 
/=  rf(3  -f-  2(P  —  iv*"^),  ou,  en  posant  (p  -4-  i  =  w, 

(8)  f{x,y,z)  =  du{^-u). 

Maintenant  de  Tcquation  H|  A  —  AH  =  V  on  déduit 

VH  ^  A,  AU  -  AH»  =  A(i  -  IP), 
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d'où 

AgVH  =  c/(i-H»)        et        AoV=T  =  t/(IIo-H), 

ou  enfin 

(?)  Ho-II=î. 

Nous  déduirons  la  valeur  de  H  des  éqiialions  (7)  et  (P).  De 
Téquaiion  (j)  on  déduit 

H«  — wH-Mv  — IIo  =  o,        H  — ivH- wllo-  Ul  =0; 

et  de  Téquation  (^) 

En  éliminant  H*,  HJ  et  H©  entre  les  équations  précédentes,  on 
trouvera 

T  T* 

relation  où  comme  ci-dessus  on  a  posé,  pour  abréger,  //  =  iv  -h  1 . 
Telle  est  la  forme  sous  laquelle  se  présente  la  solution  générale 
du  problème;  il  faut  j  joindre  la  relation 

(8)  /(^i  V,  z)  =  duH—u). 

On  pourra  du  reste  s'assurer  a  posteriori  qu'en  tenant  compte 
de  l'équation  T'  +  afT  =  o  et  de  la  relation  (8),  la  formule  (A) 
satisfait  toujours  au  problème. 

Cette  formule  donnera  donc  toutes  les  solutions  et  uc  les  don- 
nera chacune  qu'une  seule  fois,  car  de  la  relation  (P)  il  résulte 
qu'à  une  valeur  donnée  de  H  ne  correspond  qu'une  seule  valeur 
de  T.  Certaines  solutions  cependant  ne  sont  pas  données  par  la 
formule  (A);  ce  sont  celles  qui  satisfont  à  l'équation  IP  =  1 . 
Dans  ce  cas,  la  méthode  précédente  n'est  plus  applicable;  mais, 
en  la  modifiant  un  peu,  on  trouve  que  ces  solutions  seront  don- 
nées par  la  formule 

(A')  H  =  1-^-11, 

avec  la  condition 

(H  bis)  /{^r.y.s)^  \fi. 
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La  forme  sons  laquelle  les  formules  (A)  et  (A')  se  présentent 
peut  être  diversement  modifiée,  et  notamment  quand  on  recherche 
seulement  les  solutions  entières. 

Considérons  maintenant  deux  solutions  du  problème,  que  je 
supposerai,  par  exemple,  de  la  première  espèce,  c'est-à-dire  four- 
nies par  la  formule  (A).  Les  autres  cas  se  traiteraient  d'une  ma- 
nière analogue. 

Ces  deux  solutions,  que  j'appellerai  H  et  K,  seront  caractérisées 
respectivement  par  deux  nombres  u  et  iv  et  deux  systèmes 


o 

-p 
^ 

-y 

O 

Y 

—  »1 

\„. 

o 

X 

et 

Aq  . 

O 

\ 

y 

—  X 

o 

1 

-X 

o 

que  j'appellerai  T  et  S  ;  et  ils  en  dépendront,  ainsi  que  l'indiquent 
les  formules  suivantes  : 

/  ,.  T  TJ  .,  S  S« 


(o  )  < 

i  T  T*  S  S* 

\  'id       id^u  id       7.d^w 

Le  produit  HK  devant  être  aussi  une  solution  du  problème,  R 
désignant  un  système  de  la  forme  AqV,  mais  relatif  à  d'autres 
variables  (a,  p,  y),  on  aura 


id       id^tù 


Cette  solution  est  caractérisée  par  le  système  II  et  le  nombre  to: 
voici  comment  on  pourra  les  déterminer.  Remarquons  qu'en  vertu 
de  l'équation  (P)  on  a 


~  =  KoHo-IIK, 


ou  bien,  d'après  les  formules  (o). 


d  ~~  \         id       id^w]  \         id       id^a) 

\         id       id^u)  \         id       id^wj' 
Pour  réduire  cette   expression,  je   ferai   observer  qu'entre   les 


(m) 
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systèmes  S  et  T  existent  les  relations  suivantes,  oii  j'ai  posé,  pour 
abréger, 

f=f(x,y,z),        <p=mr„!:)       et       A  =  1  $  ^/ +  i  r.  ^ -^  i  Ç  g, 

et  où  d  représente  le  déterminant  de  A  : 

TST  =  — rfAT, 
STS  =  — c/AS, 

ST»  =  -  T«S  —  rf/S  —  dfiT, 
S  «  T  =  —  T  S  «  —  c^y  T  —  t//i  S , 
S»H-c/'fS  =  o, 

TS,T  =  rf*(/cp  -  A»)  -+.  d/S^  -  dh(TS  4-  ST), 
ST»S  =  rf«(/<?  —  A»)  -H  «^?T«  -  û?A(TS  -+.  ST). 

Au  moyen  de  ce  tableau,  on  peut  réduire  toute  fonction  de  T  et 
de  S  à  la  forme 

a  H-  pT  H-  yS  -f-  a'T«  -f-  p'S*  -4-  y'ST  4-  o'TS  -f-  a-TS»  -h  p'T^S. 

R 
En  appliquant  ce  mode  de  réduction  à  la  valeur  de  -j  trouvée  ci- 
dessus,  on  trouvera 

Telle  est  la  formule  qu'il  s'agissait  d'établir;  on  trouverait  d'une 
façon  analogue  la  valeur  de  co,  et  les  relations 

conduîraienty  sur  la  composition  de  certaines  formes,  aux  théo- 
rèmes donnés  par  M.  Hermite  dans  son  Mémoire  sur  les  formes 
quadratiques  (*).  Il  est  facile  de  voir  qu'en  général  deux  solutions 
ne  seront  pas  permutables  entre  elles,  c'est-à-dire  que  l'on  n'aura 
pas  HK  =  KH.  En  effet,  si  cette  égalité  avait  lieu,  il  suit  de  la 
formule  (g)  que  l'on  aurait 

TS  — ST  =  o: 


(•)  Journal  de  Creiie,  t.  V,  p.  47- 


or,  il  est  Tacile  de  voir  que 

I  S»  s^  u     «-S  ".  »i:  ) 

TS-ST  =  rfx      r,»    ,,.v    ,,=    -^{    ^,    ^;      xA. 

(  i'   ly    l'       s!    ^1    =;  ) 

Le  délerminanl  de  A   n'étant  pas  nu!,  il  faudrait  donc  que  la 
quantité  entre  parenthèses  fût  nulle,  ce  qui  exigerait  que  l'on  eût 


S  ~1~  t 

Tout  ce  qui  précède  est  en  grande  partie  déjà  coonu.  La  mé- 
thode que  j'ai  exposée  ci-dessus  me  paraît  cepecdant  pouvoir 
cooduire  encore  à  des  résultats  nouveaux  et  intéressants;  mais 
son  application  exigerait  des  études  plus  approfondies  sur  les 
relations  qui  lient  entre  eux  les  systèmes  linéaires.  Du  reste,  la 
théorie  des  formes  quadratiques  ne  reposant  que  sur  un  nombre 
très  restreint  de  notions  algébriques,  les  applications  du  calcul 
des  systèmes  linéaires  y  sont  nécessairement  très  bornées.  Au 
contraire,  dans  la  théorie  des  formes  binaires  ou  des  formes  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables,  où  les  notions  algébriques  fonda- 
mentales sont  plus  nombreuses,  ces  applications  se  présentent 
bien  plus  fécondes  et  bien  plus  variées. 

En  terminant  ce  que  je  voulais  dire  des  formes  quadratiques, 
je  ferai  observer  qu'en  adoptant  la  terminologie  du  calcul  des 
systèmes  linéaires,  le  principe  d'inertie  de  M.  Sylvesier  peut 
s'exprimer  ainsi  :  Si  deux  formes  /"  et  ^  représentées  par  les 
systèmes  A  et  B  sont  équivalentes,  la  substitution  étant  réelle, 
les  équations 

T(A  — X)  =  o        ft        T(B— i)  =  o 

auront  le  même  nombre  de  racines  positives  et  le  même  nombre 
de  racines  négatives. 

Ce  que  l'on  peut  énoncer  autrement  et  indépendamment  de  la 
notion  de  forme  de  la  façon  suivante  : 

6  étant  un  système  symétrique,  je  dirai  que  li  est  un  système 
défini  positif,  si  toutes  les  racines  de  l'équation 
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Mors,  A  étant  un  système  symétrique  quelconque  et  B  un 
système  sj-métrique  rfé/î/ii  positif  quelconque  (A  et  B,  du  reste, 
étant  réels),  les  équations 

V(A  — X)  =  o        et        V(A  — XB)  =  o 

auront  le  même  nombre  de  racines  positives  et  le  même  nombre 
de  racines  négatives. 

V. 

L'application  du  calcul  des  systèmes  linéaires  aux  fonctions 
abéliennes  se  présente  ici  d'elle-même  comme  conséquence  de 
Ja  théorie  des  formes  quadratiques.  Mais  d'abord  il  est  néces- 
saire d'expliquer  ce  que  l'on  doit  entendre  en  général  par  l'ex- 
pression Ae  fonction  d'une  variable  linéaire.  Considérons  seule- 
rnenty  pour  plus  de  clarté,  un  système  du  deuxième  ordre,  et  soit 

x=      -^ 

z     u 

une  variable  linéaire.  Le  système  linéaire 

l{T,y,z,  u)     o{x,y,z,  u) 
^{x,y,z,u)     ^x,y,z,u) 

variant  en  même  temps  que  X,  pourra  être  regardé  comme  une 
fonction  de  celte  variable,  et  le  mode  de  relation  qui  existe  entre 
ces  deux  systèmes  pourra  être  indiqué  par  la  formule 

¥{x,y,z,u)=f{\). 

En  particulier,  si  nous  définissons  e^^  X  étant  un  système  d'ordre 
quelconque,  comme  étant  la  somme  de  la  série 

X*  \' 

U  -h  \  H H -f-  .  .  .  , 

1.2  I.2.J 

é^  sera  une  fonction  de  la  variable  X;  mais  il  est  à  remarquer 
qu'en  général  on  n'aura  pas 

Il  est  cependant  un  cas  particulier  où  cette  propriété  subsiste, 
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c'est  celui  où  les  exposants  X,  Y,  etc.,  sont  de  la  forme  llr,lly,  etc.; 
dans  ce  cas,  on  a  évidemment 

Soit  donc  une  équation 

;/  =  (  e«  -f-  e?  -h  cY. ..)(  e« -*- e^  -f-  «^ -*-...) ; 

on  pourra  la  remplacer  par  Téquation  linéaire 

lia  =  (eû«  -H  eû?  -f-. . .)  («^"  H-  «^*- .  •)• 

Cette   remarque  permet  d'appliquer  facilement  le  calcul  des 
systèmes  linéaires  aux  fonctions  abéliennes,  ou  plutôt  aux  séries 
dont  ces  fonctions  sont  les  quotients. 

Considérons,  par  exemple,  les  séries  dont  s'est  servi  M.  Hermile 
dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  abéliennes;  elles  sont  définies 
par  l'équation  suivante  : 

On  en  déduit 

(i)ilO,,,^;j,,v(:r,^')=2É^~'^  "^  ' 

Or,  si  l'on  pose 

et  si  la  forme  o  est  représentée  par  le  système  A,  l'équation  (i) 
pourra  s'écrire  de  la  façon  suivante  : 

yi  i7:r.SBI,4.R.|XH-Y<JM,-f-U,.A(îM-t-R)]- 

(2)      120p.^;{^,v(^,J)r=^(-l)^'^^      L  V  J 

On  voit  que  la  série  se  présente  ainsi  comme  une  fonction  de  la 

variable  linéaire  X  =  ;  c'est  pourquoi  je  désignerai  simple^ 

ment  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  par  Û6(X),  el 
je  remplacerai  les  (jualre  indices  /;,  (/;  iji,  v  par  les  deux  seuls  in- 
dices linôaires  11,  N,  en  écrivant  UÔr  ^(X). 

En  représenlanl  ainsi  loulos  les  variables  par  une  seule  variable 
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linéaire,  nous  obtiendrons  une  notation  plus  simple,  plus  com- 
mode et  analogue  à  celle  qui  a  été  employée  pour  les  formes 
quadratiques.  La  sommation  dans  la  formule  (2)  doit  être  étendue 
à  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives  du  système  M, 
c'est-à-dire  qu'il  faut  donner  aux  éléments  m,  n  de  ce  système 
toutes  les  valeurs  entières  possibles. 

J'en  viens  maintenant  aux  séries  à  un  nombre  quelconque  de 
variables,  dont ^ les  quotients  donnent  en  général  les  fonctions 
abéliennes. 

Soient 

X  =  (  a?! ,  J7j ,  .  .  . ,  Xn  )  > 

OÙ  X|,  X2y  ...,.r„  sont  n  variables  quelconques,  la  variable  li- 
néaire 

X\     o     o. . . 
x^    o    o. . . 


Xn         o         o.   .    . 


et  J3l  un  système  symétrique  quelconque. 
Soient 

où  les  mi, /712,  •  •  •, /Tt/i  sont   des  nombres  entiers  quelconques 
positifs  ou  négatifs; 

N  =  (/II,  wj,. ..,  n„), 

où  les  n\ ,  /i2, . . .  désignent  le  zéro  ou  le  nombre  1  ; 

où  les  Ti,  r2,  . .  •  désignent  ou  zéro  ou  le  nombre  1  ;  les  différentes 
séries  abéliennes  de  l'ordre  n  seront  données  par  la  formule 


(10)        û&r,n(X)  =  2   (-i)^''' 


l'ir 
I7C  iJM,  R,)-+- X-H -p  2  <  M,  H-R,)  :A(îM, -f- R,) 

e  * 


Comme  R  et  N  peuvent  prendre  chacun  2"  valeurs,  la  formule 
ci-dessus  fournira  2^"  séries  différentes,  dont  les  ([uotienls  don- 
neront les  fonctions  abéliennes  d'ordre  n. 
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De  la  forme  du  ddvcloppement,  il  suit  immédiatement  que. 

Ton  prend 

ï*  =  {puPt^  •••»/>«)» 

Il  =  (iTj,  ITj,   .  .  .,  TT/t), 

les  p  et  les  7:  désignant  des  nombres  entiers  quelconques^ 
aura 

(a)     Û^R,N(X-h^P-+-n)  =  &R,>'(X)(-i)P.^-^«.n^rtc(«P.X-HP,AP). 

Il  résulte  de  cette  formule  que  les  quotients  de  deux  foncLi 
d  peuvent  être  considérés  comme  des  fonctions  de  la  vari^  lu^Ie 
linéaire  X,  fonctions  doublement  périodiques,  et  les  deux  f^^  ^- 
ri odes  étant  >3l  et  1.  Les  fonctions  définies  par  Téquation  ((i>^  :v)e 
sont  pas  les  plus  générales  que  Ton  puisse  considérer;  mais  S  es 
autres  peuvent  s'y  ramener  par  un  changement  de  variables,  J^E^n 
général,  les  fonctions  abéliennes  seront  des  fonctions  d'une 
riable  linéaire 

Xx     o     o. . . 

J"t     o     o . . . 
X  = 


j-a- 


n 


O. .  . 


à  deux  périodes  CetJQ;  par  un  changement  de  variables  ou  l--' 
ramènera  à  des  fonctions  de  l'espèce  définie  par  l'équation  (w), 
système  J%  étant  défini  par  la  relation 

(P)  <g=«5l. 

Toutes  les  différentes  séries  de  périodes  C  et  jÇ  pourront  d'aiL 
leurs  se  déduire  d'une  seule  en  augmentant  les  variables  de  mu 
liples  des  moitiés  des  périodes.  De  la  relation  O)  il  suit,  J3l  éla 
symétrique,  que  C  et  JQ  "^  sont  pas  arbitraires,  mais  sont  lié 
entre  elles  par  la  relation 

(Y)  <g«i=«<g,. 

Ainsi,   pour  les  fonctions  abéliennes  de   second  ordre,  si  l'c^ 
pose 

«-""  "    0,    «  =  '■<•  *■', 

10  î    (03  t-,     i-j 


es 
le 
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on  aura,  d'après  la  formule  (a),  la  relation  connue 

Pour  les  fonctions  abélJennes  du  premier  ordre  (c'est-à-dire  pour 
les  fonctions  elliptiques)  Téqualion  (y)  devient  identique-,  pour 
celles  du  troisième  ordre  elle  fournira  trois  relations  entre  les 
périodes  simultanées. 

En  général,  la  différence  Ci$<  —  i$C<,  qui  doit  être  nulle,  est 

un  sjrstème  gauche  ne  contenant  que  -^ éléments   indépen- 

dants  ;  la  relation  (y)  pour  les  fonctions  d'ordre  n  fournira  donc 

relations  entre  les  périodes  simultanées.  Une  fonction 

abélîenne  ayant  les  périodes  C  et  jÇ,  et  3i  étant  le  système  symé- 
trique défini  par  l'équation  tt  =  ^2i^  je  dirai  que  2i  est  le  para- 
"*^tre  de  cette  fonction. 

Je  reviens  maintenant  aux  formules  (ti))  et  (a);  pour  simplifier 
*  ^<^i*il.ure,  dans  tout  ce  qui  suit,  je  les  débarrasserai  du  facteur 
coristant  û;  mais  il  faudra  avoir  soin  de  se  rappeler  que  les  équa- 
^'^*^s  ainsi  modifiées  ne- sont  <jue  symboliques,  et  que  les  équations 
soràt:    (a)et((o). 

Je  définirai  donc  les  a^"  séries  abéliennes  d'ordre  n  par  la 
foi-m  oie 


'-^ R, 


(»>  &(X)  =  y  (—  ,)M.N  e''''*"'"^'*''^-^-''**»-^»^'^^'**' 


9 


i 


^^  j^omets,  pour  abréger,  les  indices  R  et  N.  Les  fonctions  â 
^^osi  définies  jouissent  de  la  propriété  exprimée  par  l'équation 
^^^v^i^te,  où  P  et  n  désignent  des  entiers  quelconques  de  la  forme 

^^tte  équation,  à  un  facteur  constant  près,  déterminera  com- 
P^^^ment  la  fonction  2r.  Je  considérerai  le  problème  de  la  trans- 
^^ïHation  comme  l'a  fait  M.  Hermite  dans  son  Mémoire  sur  les 
^^Hctions  abéliennes. 

Soit  w(X)  une  fonction  définie  par  l'équation 

^'^)  Tïj(X)  =  2r[(T  -+-  AU)X]e''^x.<«*.Ar+u.T,x^ 
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T,  Q,  {],  J  désignant  des  systèmes  enliers  quelconques  indéter- 
minësy  et  soit  le  système  9  défini  par  la  relation 

(4)  (T-+-5lU)B  =  Q-h3lJ. 

Je  vais  chercher  si  Ton  peut  choisir  les  systèmes  T,  Q,  U,  J  de 
telle  sorte  :  i"  que  v  soit  symétrique;  2°  que  w(X)  satisfasse  à 
une  équation  de  même  forme  que  Téquation  (2) 

A*  désignant  un  nombre  entier  positif. 

A  cet  elfet,  changeons  dans  Téquation  (3)  X  en  X  -+-  II,  en  ré- 
duisant le  second  membre  à  Taide  de  l'équation  (2);  on  trouvera 
que  pour  satisfaire  à  la  deuxième  condition,  on  doit  avoir 

U,T  =  T,U, 
au({uel  cas  on  a  alors 

(5)  m(X-hn)  =  (— i)^.^n^R.Tn-hn.T.tnnT(X). 

Changeons  dans  cette  formule  (3)  X  en  X  4-  wP,  il  viendra, 
en  tenant  compte  de  la  relation 

ou,  en  développant, 

(m)  iii(X-+-BP)  =  (— i)P«J«>-^«*i««Re'«'îP.V^x-*^Pi^P»o(X), 

expi^ession  dans  laquelle  j'ai  posé,  pour  abréger, 

cl 

Or,  pour  satisfaire  aux  conditions  énoncées,  il  faut  d'abord  que 
Pou  ait  V  --=  —  A .  Considérons  féquation 

mulhpllons-la  à  i:;uicho  par  U,,  il  viendra,  en  observant  que 
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et  en  preDant  l'Inverse  de  cette  équation, 

»tUi(TH-:2lU)  =  Ji3-HQjU 
el 

QtU  -  JiT  =(BiU,  -  Jt)(T-f-2l)  =  V. 

On  devra  donc  avoir 

(5)  Q,U-J,T  =  -A-. 

Maintenant  la  valeur  de  S  donne 

G  =  »iU,(Th-51U)B-Ji51J; 

d'où  il  suit  évidemment,  U|T  et  J%  étant  symétriques,  que  G  Test 
aussi.  D^une  relation  établie  ci-dessus 

(BiU,-J,)(T^aU)=-^, 
on  déduit 

-A-»  =  (»U,-J,)(Q^-51J), 

et  en  retranchant  cette  valeur  de  —  kv  de  la  valeur  de  5 

Gh-AtÏi  =JiQ 

et  en  prenant  Téquation  inverse 

G  +  Xiï  =  Q,J. 

Si  donc  on  veut  que  JB  soit  symétrique,  il  faudra  prendre 

(6)  JiQ-QiJ  =  o, 
et  alors  on  aura 

La  formule  (e)  deviendra 

On  voit,  en  combinant  ce  résultat  avec  la  formule  (y),  que 
toutes  les  conditions  énoncées  ci-dessus  seront  remplies,  si  l'on 
choisit  les  systèmes  T,  Q,  U,  J  de  telle  manière  qu'ils  satisfassent 
aux  équations  (4),  (5)  et  (6). 

Relativement  aux  valeurs  de  ^  et  de  A^  je  remarquerai  que 
Jeiirs  valeurs  peuvent  être  prises  suivant  le  module  2.  Or,  ï»  U 

17 
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étant  symétrique  ,  on  voit  facilement  qu^en  désignant  par  s^ , 
^2,  ...,5/i  les  éléments  de  la  diagonale  principale  de  T|  U,  et 
posant 

on  aura 

n,TiUn  =  Sin    (mod.  =  2). 

De  même,  en  désignant  par  o*!,  o"], . . .,  V/i  les  éléments  de  la 
diagonale  principale  du  système  symétrique  J|  Q  et  par  S  le  sys- 
tème 

on  aura 

P,J,QP~Pj2    (mod.  =  2). 

On  en  conclut  aisément  que  les  valeurs  de  A  et  de  3(1?^  qui 
doivent  entrer  dans  la  formule  (v),  seront  données  par  les  équa- 
tions 

(  ^  =  U,NH-T,R-hS, 


VI. 

Des  considérations  précédentes,  il  résulte  qu'une  série  abé- 
lienne  aux  périodes  1  et  3i  pourra  être  transformée  en  une 
série  abéliennc  aux  périodes  i  et  Î5,  si3ielv  sont  liées  par  la 
relation 

T,  Q,  U,  J  étant  des  systèmes  entiers  satisfaisant  aux  équations 

/  U,T  — T,U  =  o,        JiQ-Q,J  =  «,        J,T--Q,U  =  X, 
(2)       <   et,  par  conséquent, 
f  T,J-U,Q  =  A-. 

Je  vais  étudier  de  plus  près  ces  relations.  Il  est  d'abord  néces- 
saire d'expliquer  la  notation  dont  je  vais  me  servir  dans  ce  qui 

V      R 

suit.  Supposons  un  système  linéaire  ^     ^  où  les  éléments,  au  lieu 
*  '  "  CD 
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d^élre  de  simples  nombres,  soient  des  systèmes  d^ordre  n;  alors 
représentera  un  système  d'ordre  2  /i.  Soit,  par  exemple,  le 
svslèmc 


si  Ton  pof  3 


n      b 

a 

? 

c     d 

T 

0 

a'     b' 

a' 

r 

c'    iV 

ï' 

S' 

a 
c 

:-. 

a' 

c' 

:-■ 

A    B 
ce  système  d'ordre  4  pourra  être  représenté  par  la  notation  • 

Comme  dans  ce  qui  suit  nous  aurons  à  considérer  simultané- 
ment des  systèmes  d'ordre  n  et  des  systèmes  d'ordre  2/1,  je 
continuerai  à  représenter  les  premiers  par  des  lettres  majuscules 
ordinaires  et  les  deuxièmes  par  des  lettres  majuscules  surmontées 
d'un  trait;  ainsi  j'écrirai,  par  exemple, 

-      A     B 
A  = 

G    D 

Du  reste,  une  même  équation  devra  toujours  être  homogène  en 
ordre;  ainsi,  si  l'on  a 

-      ,       A-X      B 
A-X=      ^      , 

C      D-X 

il  est  clair  que,  dans  le  premier  membre  de  cette  relation,  X  dési- 
gnera un  système  simple  d'ordre  2n,  et  dans  le  second  membre 
un  système  simple  d'ordre  n.  Les  systèmes  composés  d'ordre  in 
se  multiplient  et  s'additionnent  suivant  les  mêmes  règles  que  les 
systèmes  ordinaires;  ainsi  l'on  aura 

A     B        A'     B'AA-f-BC      AB'-hBD' 
C     D  ^  C     D'  ~  CA'-f-  DC     CB'-+-  DD'' 

en  ayant  soin  d'observer  l'ordre  dans  lequel  on  doit  prendre  les 
facteurs.  Seulement  on  n'aura  pas 

v(7v)  -r  v(\r)—  BC); 
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la  formule  à  employer  dans  ce  cas  est,  en  désignant  par  a  el  c 
respectivement  les  déterminants  de  A  et  de  C, 

(a)  v( A)  =  — n^i  V(«C„D  -  cAoB). 

Cette  formule,  à  laquelle  on  peut  donner  diverses  formes,  est 
d'un  grand  usage  dans  les  applications,  et  dans  ce  qui  suit  j*en 
ferai  souvent  implicitement  usage. 

Ceci  posé,  revenons  aux  équations  de  condition  (2),  et  posons 

-       T    Q  -  01 

S  =         ^     et     J  = 

U     J  —10 

on  verra  facilement  que  les  quatre  formules  (2)  sont  contenues 
dans  la  seule  formule 

(3)  S'ils  =  A  J. 

Pour  abréger  le  discours,  j'appellerai  abéliens  les  systèmes  satis- 
faisant à  l'équation  (3).  On   trouvera  facilement  qu'ils  jouissent 

des  propriétés  suivantes  :  i®  leur  déterminant  est  A:";  a**  si  S  est 

un  svstèmc  ahélien,  S|  en  est  un  également.  En  effet,  multiplions 

à  droilc  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  parJSi,  il  viendra 


SjJSJSt  =  )tJJS,, 
-2 
ol  comme  J  =  —  1, 

S~,JSS^  =:_^S7; 
d*oii,  divisant  à  gauche  par  S|, 

JSJS;---A. 

et,  multipliant  à  gauche  par  J, 

SJS;=  AJ. 

(Pour  les  autres  propriétés  des  systèmes  abéliens,  je  supprime 
le*  démonstrations,  qui  sont  entièrement  analogues  à  celles  que 
je  viens  de  donuer^. 

vV*  Le  pnnluit  do  dou\  s>slèmos  abéliens  est  un  svstème  abélien: 
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4**  Soit  M  un  système  abélicn  symétrique;  il  pourra  être  censé 
représenter  une  forme  quadratique  à  2 /i  variables.  Les  formes  qui 
peuvent  ainsi  être  représentées  par  des  systèmes  abéliens  seront 
dites  formes  abé tiennes. 

Si  une  forme  abélienne  est  transformée  par  une  substitution 
abéllenne,  la  forme  résultante  sera  aussi  une  forme  abélienne. 
Une  forme  abélienne  satisfaisant  à  Téquation 

(m)  MJM  — mJ, 

on  en  déduit 

et 

\ï;==__;,i/.-iJMJ; 

donc  la  forme  adjointe  à  une  forme  abélienne  se  déduit  de  cette 
même  forme  par  un  simple  changement  de  variables. 
De  Téquation  (m)  on  déduit  encore 

(Si  — X)  JiVÎ  =  /nJ -XJM  =J(m  — XM). 
Donc  si  X  est  une  racine  de  l'équation 

v(M-X)  =  o, 

y  est  aussi  une  racine  de  cette  même  équation. 

Cette  notion  de  formes  abéliennes,  que  M.  Ilermîte  a,  le 
premier,  introduites  dans  la  Science  et  dont  il  a  donné  les  prin- 
cipales propriétés,  me  paraît  être  d'une  importance  capitale 
dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes;  elles  y  jouent  le  même 
rôle  que  les  formes  binaires  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

En  considérant  les  formes  abéliennes  comme  n'étant  assujetties 

qu'à  des  substitutions  abéliennes,  on  peut  isoler,  pour  ainsi  dire, 

'es  formes  et  les  systèmes  abéliens  des  formes  et  des  systèmes 

généraux  d'ordre  a/i.  L'analogie  qu'ont  les  formes  ainsi  consi- 

aérées  avec  les  formes  binaires  quadratiques  a  été  signalée  par 

^'  Hermite,   et  ressort  très  facilement  des  propriétés  énoncées 

cî-dessus. 
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VII. 
Je  vais  mainlenanl  étudier  de  plus  près  Téquation 
(i)  (T-h3lU)ï  =  Q-h5lJ. 

Soil  une  fonclion  abélienne  aux  périodes  C  et  jQi  ay^nl  pour 
paramètre  3i,  en  sorte  que  l'on  ait 

soit  en  outre  une  fonction  abélienne  aux  périodes  S  el  m  et  ayant 
pour  paramètre  H,  en  sorte  que  Ton  ait 

(3)  i  =  fB; 

on  voit  facilement  que  Téquation  (i)  pourra  être  remplacée  par  le 
système  des  deux  équations 

ou  bien 

US    a  € 

(.0  =  xS. 

1»      o         ou 

Distinguons  maintenant,  dans  les  systèmes  J3l,  îl,  jR,  etc.,  les 
parties  réelles  des  parties  imaginaires  et  posons 

f  =  F  -^  i\t\        f  =  L  -u  ,^. 
La  ix'lation  {^:})  deviendra  alors 

IVisons 

-       Il    G 

on  «mm 


—  ^_  11,11 -^.Si.s        H.G^,s,(f  ^  ^>rL    5^. 
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Or,  si  l'on  pose 

I  Gjg-g,G  =  E,         G,5-Ç,H  =  E, 
on  déduit  de  la  relation  (2  bis) 

E  =  3(^1  aH©  -h  Fa  . 
Ces  quatre  équations  donnent,  en  posant  y^{^)  =  a, 

aD  =  DXLXXo  —  3(l>^\i>o,        aC  =  DV^(\tX>QX  -h  aX)  —  D^-Xq^j 
aF  =  5^,AJloo—  9Xo,        aE  =  Sf(^i(XXoA  -\-  aX)—  Ï^XqA, 

formules  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  posant 
comme  ci-dessus 

o     I  -_        X       Xok 

J  =  et     «lU  = 

—  I     o  kXo    AeHooA -H  aJU 

(comme  A  et  X  sont  symétriques,   il  est  évident  que  X  l'est 

aussi) , 

D     G      

«.p     g=AiAJJU; 

Or,  de  ces  équations  (5)  il  résulte 

D    G 


F    E=^*^^' 
il  viendra  donc 

(G)  aJÂ  =  ÂjX, 


d'où  l'on  voit  que 
On  déduit  de  là 


V(<.l,)  =  a»«. 


(7)  rl,.a«'»-»  =  — JAoJA, 

et  comme  X  est  symétrique, 


(8)  JAJA,  =  AJA,J. 

Les  conséquences  des  formules  (6),  (7),  (8),  qui  établissent 
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ainsi  des  relations  entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  mo- 
dules C  et  jÇ  et  du  paramètre  3i  d'une  fonction  abélienne,  con- 
duisent à  de  nombreux  résultats. 

En  distinguant  dans  la  formule  (4)  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires,  on  aura 


ou  bien 


L^ir     FH-i.f       H -4-1*)    G-+-0'       17 
^  =  X  S, 

o  O  0  0 


L    F       H     G       - 


ou,  en  adoptant  les  notations  précédentes, 

(9)  B  =  XS. 

A  cette  relation  on  peut,  en  désignant  par  îiû  le  système  ana- 
logue au  système  X^  mais  relatif  au  paramètre  J0,  joindre  les 
équations  suivantes  : 

rtJX  =  ÂJ3Î,        ^JB  =  BJîis       Cl       S^JS  =  X-Ï. 

En  éliminant  entre  ces  équations  et  Téquation  (9)  les  systèmes 
A,  Bet  J,  on  obtiendra 

nouvelle  forme  sous  laquelle  peut  se  mettre  la  relation 
il)  (T^-51U)Ô  =  Q-+-51J, 

fM  où  n'entrent,  comme  dans  celle  dernière,  que  les  paramètres 
.31  et  î». 

l/éi|uivrtlenoo  de  ces  deux  relations  est  d'une  grande  impor- 
lance  dans  la  lliêorio  des  formes  abéliennes;  car  il  est  clair  que 
Tanalyso  prêoédenle  subsiste  indépendamment  de  la  signification 
que  nous  aNons  donnée  aux  divers  sxstèmes  qui  y  entrent,  et  il 
est  facile  do  voir  que  le  svslème  X  est  précisément  le  système 
abéliou  sxmèhiquo  le  plus  général.  Ce  point  important  établit 
une  analogie  plus  intime  encore  enlre  les  formes  abéliennes  et  les 
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formes  quadratiques  binaires.  La  formule  (lo)  a  une  inlerpréla- 
tion  remarquable;  d'après  la  valeur  de  cl>, 

(il)  «^1.=  J 

on  voîl  que  ce  système  représente  une  forme  abélienne;  soit/ 
celte  forme,  et  ç  la  forme  abélienne  représentée  parîiS,  la  for- 
mule (fo)  exprime  que  la  forme  ç  se  déduit  de  la  forme/par  une 
substitution  abélienne. 

Les  formes  abéliennes  sont  susceptibles  d'une  décomposition 
remarquable ,  que  M.  Hermite  a  signalée  pour  les  formes  du 
deuxième  ordre.  Soit 

on  aura 

{lf{xuXt^ ..  .,x^n)  =  X|a\.X; 

or,  de  la  formule  (i  i)  on  déduit  sans  peine 

eAaO  O  I        A  O  O 

A-Aoo    o       o     o       o    a«i> 

décomposons  le  groupe  de  2/i  variables  ^i,  x^^  . .  . ,  x^n  en  deux 
groupes  de  n  variables j^i, ^2,  • .  .,j^//;  5|,  ^3,  . . .,  5,,,  et  posons 

-      Y    o 

Z     o' 
î]  viendra 

_  Y|    Zi        (    r,V»o      o        I     A       00)        Y    o 

i2/(jrt,ar„  ...,jr,„)=  x      ai  ^  ^  ^\^1         ' 

00         (A  fiAifQ     o        00        O    a  «vU  )        L     o 

et,  en  effectuant  les  multiplications, 

-^,  ,       (Y,-4-Z,A)..l,o(Y-^  AZ)-4- aZi^IoZ    o 

l2/(a7i,  jrj,...,a7j„)  — 

o  o 

équation  que  Ton  peut  écrire,  en  désignant  par  g  la  forme  repré- 
sentée par  le  système  ^l»,  et  par  h  son  adjointe 

(12)  /•(x)  =  /KY-f.AZ)4-«^(Z); 

et    le  sens  de  celte  dernière  relation  sera  bien  précis,  si  Ton  se 
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reporte  à  ce  que  j'ai  dit  de  la  notation  dont  je  me  sers  pour  les 
formes  quadratiques. 

Un  point  important  à  établir,  et  qui  résulte  immédiatement  de 
la  formule  (ii),  c'est  que  si  le  système  X  est  défini  et  positif,  le 
système  ilb  Test  aussi  ;  il  suffit  pour  le  faire  voir  de  considérer  en 
même  temps  l'équation  (lo). 

Je  terminerai  ce  que  je  voulais  dire  des  fonctions  abéliennes 
par  quelques  remarques. 

Posons 

le  système  5t,  en  vertu  de  l'équation  (8),  sera  symétrique,  et  l'on 
aura  évidemment 

mais 

ÂS  =  B,         S",Â  =  B7         et        S^JS^=  A'»«-Û, 

donc  on  aura 


JBJB,  =  X-3l, 
d'où 

(i3)  i  =  AÎÎ. 

Cette  équation  fait  voir  que  si  d'une  fonction  abéiienne  aux 
périodes  C  et  J^,  on  en  déduit  une  autre  aux  périodes  S  et  £  au 

moyen  des  formules  (4),  le  système  J3l  joue  le  rôle  d'un  véritable 
invariant. 

Si,  par  une  même  substitution  S,  on  déduit  d'un  paramètre  3i 
un  paramètre  JBI,  et  d'un  paramètre  51'  un  paramètre  10',  on 
aura 

En  particulier,  faisons 

3<'  =  A  —  /l,         01         B'  =  B  —  r  Dî, , 
il  viendra 

rexpressioii  v(T-hSL  )  a  un  sens  bien  précis,  car  c'est  le  dé- 
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nominatcur  commun  des  éléments  de  IH  ;  en  appelant  m  ce  déno- 
ininaleiir  commun,  6  et  a  les  déterminants  des  systèmes  ill>  et  X^ 
on  aura  donc 

(i5)  b  = 

m 

En  faisant  dans  les  formules  précédentes  /i  =  2 ,  on  retrouve- 
rail,  avec  une  légère  diflférence  dans  la  notation,  les  formules  que 
M.  Hermite  a  données  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions 
abéliennes.  Seulement,  les  systèmes  à  seize  éléments  qu'il  a  con- 
sidérés ne  sont  pas  tout  à  fait  les  mêmes  que  ceux  dont  j'ai  fait 
usage  ; 

ao     ^1     Oj     «3 
^j     b\     ôi     6, 

^0       f^l        C,        C3 

do     ii\     df     di 

étant  un  des  systèmes  qu'il  emploie,  les  systèmes  abéliens  du 
second  ordre  seront  donnés  par  l'expression  générale 

Uq       «1   «3   rtj 

bo     bx     bz     bf 

m 

do     di     di     rfj 

Co       C\        Cj   Cj 
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CO VARIANTS  DOUBLES  DES  FORMES  BINAIRES. 


liullelin  de  la  Société  Philomathique  de  Paris,  6"  série,  t.  VIII;  187Q. 


1.  ConsidcroDs  un  sj^stèmc  composé  d'un  nombre  quelconqne 
de  formes  binaires  (ce  système  pouvant  se  réduire  à  une  forme 
unique). 

Soit  U  un  covariant  de  ce  système  de  formes.  On  désigne  sous 
le  nom  (ïémanants  de  ce  covariant  les  polynômes  contenus  dans 
les  expressions  suivantes  : 


1/      d  ^\-,. 

^X^^di^^dV  ^' 


Je  représenterai  simplement  un  émanant  de  U  par  la  notation 
(U)/,  l'indice  /  indiquant  le  degré  de  ce  polynôme  par  rapport  aux 
variables  $  et  r,. 

l^orsque  Ton  identifie  les  variables  $  et  r,  aux  variables  j:  et^,  * 
chaque  émanant  se  réduit  à  la  forme  U. 

â.  On  sait  que  les  émanants  de  U  sont  des  covariants  doubles 
du  système  de  formes  donné,  c'est-à-dire  qu'ils  se  transforment  en 
des  polynômes  composés  d'une  façon  semblable,  lorsqu'on  assu- 
jellit  les  deux  systèmes  de  variables  x,  vet  $,  T^  à  des  substitutions 
cogrédionlos. 

Tout  covariant  double  d'un  système  de  formes  se  compose 
d'émanants  et  du  covariant  ^^xr^  — ^>*i)»  que  je  représenterai  pour 
abréger  par  (o. 

On  a.  en  ell'ot,  la  proposition  suivante  :  si  II  désigne  un  cova- 
riant double  quelconque  du  >\stème  de  formes  donné,   on   peut 


SUR  LES  COVAUIANTS    DOUBLKS   DES    KOIl.MKS   BIXAIIIEK.  2% 

metlre  II  sous  la  forme  suivante,  /  désignant  le  degré  de  ce  poly- 
nôme par  rapport  aux  variables  Ç  et  r,, 

H  =:(A)/-<-w(B)/_i-+-w*(C)/_,-h  ..., 
A,  B,  G  désignant  des  covariants  du  système  de  formes  donné. 

3.  Celte  proposition  est  très  utile  dans  une  foule  de  calculs 
algébriques.  Je  ne  citerai  ici  que  quelques  exemples  très  simples, 
mais  dont  l'application  est  fréquente  dans  la  théorie  des  surfaces 
du  troisième  et  du  quatrième  ordre,  ainsi  que  dans  la  théorie  des 
courbes  du  quatrième  ordre. 

Soit  F  un  polynôme  du  quatrième  degré;  proposons-nous  de 
calculer  Texpression 

^^'  '^['        dx  '        dy       J 

Celle  expression  est  un  covarianl  double  de  F,  du  degré  3  par 
rapport  aux  coefficients  et  du  degré  6  par  rapport  aux  variables  x 
Gly<i  ainsi  que  par  rapport  aux  variables  Ç  et  7^. 

De  plus,  û  change  de  signe  quand  on  échange  entre  elles  ces 
deux  systèmes  de  variables;  son  développement  ne  doit  donc  con- 
Lenir  que  des  puissances  impaires  de  co  et  Ton  a 

A  désigne  un  covariant  de  F,  du  degré  i  o  par  rapport  aux  variables 
et  du  degré  3  par  rapport  aux  coefficients;  comme  un  tel  cova- 
riant ne  peut  exister,  on  a  nécessairement 

A  =  o; 

l'on  a  de  même  C  =  o,  car  C  ne  pourrait  être  qu'un  covariant  de 
F  du  degré  2. 

B  est  un  covarianl  du  degré  6  par  rapport  aux  variables  et  du 
degré  3,  par  rapport  aux  coefficients;  ce  ne  peut  être  que  le  co- 
variant sextique  de  F  ;  en  désignant  par  J  ce  covarianl,  on  a  donc, 
à  un  facteur  numérique  près,  la  formule 

d^S         „.    .     </3j  d^] 

-  r^  • 


/  ,  \  o  —  5^  -i-    \'*-r —   -4-   1  »  y  5 


dr^ 
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4.  Considérons  encore  la  forme  biquadralique  F  et  son  hessien 
H;  posons 

Celte  expression  est  un  covariant  double  de  F,  du  degré  4  P^i* 
rapport  aux  variables  i  et  t),  du  degré  3  par  rapport  aux  coefG- 
cients;  de  plus,  û  change  de  signe  quand  on  échange  entre  elles 
les  variables  ;  on  peut  donc  poser 

i2  =  (o(A),-f-co«(B),; 

B,  ne  pouvant  être  qu^un  covariant  de  F  du  degré  2,  est  nul  ;  A, 
étant  un  covariant  de  cette  forme,  du  degré  6  par  rapport  aux 
variables  et  du  degré  3  par  rapport  aux  coefficients,  est  le  cova- 
riant sextique  de  J. 

On  a  donc,  à  un  facteur  numérique  près,  pour  û  la  même 
expression  que  dans  le  paragraphe  précédent. 

5.  J'appliquerai  ce  qui  précède  à  une  question  relative  aux 
courbes  de  quatrième  classe.  On  sait  que  l'on  peut  trouver  divers 
systèmes  de  coniques  quadruplement  tangentes  à  une  telle  courbe. 
Étant  donné  Tun  de  ces  systèmes,  il  lui  correspond,  dans  le  plan 
de  la  courbe,  une  cubique  K  et  une  conique  G;  toute  droite  du 
plan,  tangente  à  G,  a  pour  polaire,  relativement  à  K,  une  des  co- 
niques quadruplement  tangentes  du  système. 

J'ai  démontré,  dans  mon  Mémoire  de  Géométrie  analytique, 
inséré  dans  le  Journal  de  Liouville  (janvier  et  février  1872),  la 
proposition  suivante  : 

f(  Étant  données  une  courbe  de  la  quatrième  classe  et  une  co- 
nique, on  peut  construire  une  courbe  du  neuvième  ordre,  qui 
passe  par  les  vingt-huit  points  doubles  de  la  courbe  de  quatrième 
classe  et  les  vingt-huit  points  de  rencontre  des  huit  tangentes 
communes  aux  deux  courbes,  et  qui,  de  plus,  touche  la  courbe  de 
quatrième  classe  aux  points  où  elle  est  touchée  par  la  conique.  » 

J'ai  fait  voir,  de  plus,  que  si  la  conique  était  la  polaire  d'une 
droite  D  quelconque  du  plan  par  rapporta  K,  la  courbe  du  neu- 
vième ordre  se  décomposait  : 

i''  En  une  cubique  (de  Steiner)  passant  par  les  douze  points 
doubles  du  groiipo;  celte  cubiVjiic  ne  dépend  pas  de  la  droite  D; 


SUR  LES  COVARIAI^TS  DOUBLES   DES  FORMES  BINAIRES.  27 1 

2^  En  une  courbe  du  sixième  ordre,  Q,  passant  par  les  seize 
points  doubles  qui  n^appartiennent  pas  au  groupe. 

J'ai  donné  (§52  de  mon  Mémoire)  Téquation  de  cette  courbe, 
inais  sans  la  développer  et  sans  mettre  en  évidence  la  variable 
qu'elle  renferme  ;  je  veux  revenir  ici  sur  cette  question. 

6.  En  conservant  les  notations  du  Mémoire  déjà  citées,  posons 

«0^0—^0      =^'»  Goao-^- Ao^o— 2Bo^o=  N, 

a'>To— Pî      =M',        Coao-^A,Yo— 2Bo?o=N\ 
«oTo-i-Coao— '2»  ^oPo-+-4(AoCo— B;)=  P. 

M,  N,  M',  N'  et  P  sont,  on  le  voit,  des  invariants  du  système  de 

formes 

AqX*  -h  2BoX{x-f-  Co[ji't 

(Iq  X'  -h  51  6o  Xfl  -h  Co  (X*» 

«oX*  -H  2  Po  Xfi  -4-  Yo  JJt'- 

Cela  posé,  l'équation  générale  des  coniques  du  groupe,  quadru- 
plement  tangentes  à  la  courbe  de  quatrième  classe,  est 

F  =  MX*H-  ïISXV  -+-  PX«jji2-H  2  VX|x3h-  M';xi  =  o. 

L'équation  de  la  courbe  Q  relative  à  deux  de  ces  coniques 
caractérisées  par  les  paramètres  X  :  [x  et  )/  :  [x'  est,  en  désignant 
comme  précédemment  par  J  le  covariant  sextique  de  la  forme 
biquadratique  F, 

oX»  ^  dK-d\x  '      dXd\x^       '      d^j.-" 

En  désignant  par  H  le  hessicn  de  F,  on  voit,  en  se  reportant  au 
§3,  que  l'équation  de  cette  courbe  peut  se  mettre  aussi  sous  la 
forme 

F(X,  ;x)H(X',  fJL')- F(X'îx')n(X,  ;x)  =  o, 

ou  simplement 

FH'-F'II  =o. 

7.  L'équation  précédente  peut  être  regardée  comme  le  résultat 
de  l'élimination  d'un  paramètre  arbitraire  0  entre  les  deux  équa- 
tions 

0F  +  2lI=:<>  n  OF'-r    7.II'=:0. 
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On  voit  ici  s'introduire  les  courbes  remarquables  du  qualri^^  m"tic 
degré,  dont  Téquation  est 

(I)  OF-i-AH=o, 

courbes  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  courbes  (H). 

Si,  laissant  0  invariable,  on  fait  varier  X  et  [x,  on  peut  dé  K —  -^sr- 
miner  facilement  l'enveloppe  de  ces  courbes. 

Désignons  respectivement  par  S  et  T  Tinvariant  quadraliqu  ^— -^->  cl 
rinvariant  cubique  de  F^  on  sait  que  les  équations 

S  =  o        et        T  =  o 

représentent  les  courbes  du  quatrième  et  du  sixième  ordre,  qim  ^^*-  se 
croisent  aux  vingt-quatre  points  du  rebroussement  de  la  com.  ^^KT^be 
de  quatrième  classe. 

Cela  posé,  l'enveloppe  des  courbes  (H)  s'obtient  en  égalar:^^*-  *3 
zéro,  le  discriminant  de  l'équation  (i);  d'après  une  formule  ^^ 

M.  Cayley,  l'équation  de  l'enveloppe  sera  donc 

(S»-  27Tî)(e»—  os  —  aT)«  =  o; 

elle  se  compose  donc  : 

i"  De  la  courbe  de  quatrième  classe  elle-même; 

îi°  D'une  courbe  de  sixième  ordre,  dont  l'équation  est 

03— OS  — 2T  =  o. 


iS- 


Les  courbes  de  sixième  ordre  contenues  dans  l'équation  pr 
dente  se  rattachent,  on  le  voit,  étroitement  aux  points  derebn 
sèment  de  la  courbe  fondamentale  ;  et  il  est  remarquable  qu'or*^      J 
soit  conduit  par  la  considération  de  courbes,  dont  la  définition  '•^^  ^^^ 
tirée  de  l'étude  des  points  doubles. 

Je  m'arrêterai  ici  dans  cette  étude,  ayant  voulu  seulement,  ds 
cette  courte  Note,  indiquer  la  voie  nouvelle  où  l'on  était  conduit 
pour  Tétude  des  courbes  de  quatrième  classe,  par  la  considération 
de  la  forme   biquadratique  F  et  de  ses  divers  covariants  sîmpi 
ou  doubles. 
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D  peut  représenter  une  forme  binaire  sur  une  ligne  droite 
F^«fc  .«c*  n  points  de  cette  droite  correspondant  aux  racines  de  Téqua- 
^^^^-■::m  que  l'on  obtient  en  égalant  la  forme  à  zéro.  On  peut,  dans 
c  ^  l3uty  employer  aussi  une  courbe  quelconque,  plane  ou  gauclie, 
enre  zéro,  et  un  grand  nombre  de  propriétés  du  système  de 
its  situés  sur  cette  courbe,  que  j'appellerai  courbe  fonda- 
taie,  se  déduiront  immédiatement  de  celles  des  formes  qu'ils 
ésentent. 

a  courbe  fondamentale  étant  choisie,  on  pourra  aussi,  d'une 
*^^^::in  plus  simple,  représenter  des  groupes  de  points  (ou  des 
*^^^*^*"ines)  par  un  certain  nombre  d'éléments  (points  ou  droites)  qui 
1^^^^  ^-irront  les  déterminer;  ce  mode  de  représentation  variera  d'ail- 
*^^^  *:*s  suivant  la  nature  de  la  courbe  choisie. 

^^Itant  données  deux  formes  de  même  degré/" et  '^,  j'appellerai, 
Ï^^^^^M.T  abréger,  faisceau  de  ces  formes  l'ensemble  des  formes 
^^-^-■^■::^ prises  dans  l'expression  f-\-\o'^  un  faisceau  est  évidem- 
^*^^w;»t  déterminé  quand  on  connaît  deux  des  formes  qu'il  con- 


our  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  prenons  une  conique  H 
Ï^^^^^T  courbe  fondamentale;  une  forme  quadratique  sera  déter- 
'^^^■^^e  par  deux  points  de  cette  conique,  ou  bien,  si  l'on  veut, 
la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  C'est  ce  dernier  mode  de 
F^t:"ésentation  que  nous  emploierons  [^voir,  à  ce  sujet,  un  remar- 
^^^ble  article  de  M.  Weyr,  sur  Vinvolution  du  degré  supérieur, 
\^^  ^"elle,  t.  LXXII)].  Cela  posé,  on  voit  que  toutes  les  formes  qua- 
^^liques  d'un  faisceau  sont  représentées  par  des  droites  concou- 
^^nt  en  un  même  point  qui  représentera  ce  faisceau.  D'où  l'on 
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déduit  immédiatement  que  la  propriété  connue  de  l'heiagone  de 
Pascal  peut  s'énoncer  algébriquement  de  la  façon  suivante  : 

«  Étant  donnée  une  équation  du  sixième  degré /"(x)  ^  o  dont 
les  racines  soient  «;,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

A/,*=(x  — aft)(x-<»i), 

on  pourra  déterminer  six  facteurs  numériques  ).,  [i,  X',  [*',  ).'  et  [*' 
de  telle  sorte  que  l'on  ait  identiquemenl 

XA|,-(-  [iAi(  =  X'Aij+  [ji,'A((  =  X'Aji-t-  |Ji'A|g.  • 

Cette  propriété  de  sis  points  d'une  droite  appliquée  à  une 
conique  donne  le  théorème  de  Pascal;  appliquée  à  une  cubique, 
elle  fournit  à  la  fois  des  propriétés  de  six  points  quelconques  de 
cette  courbe  (et,  par  conséquent,  de  six  points  quelconques  de 
l'espace)  et  des  propriétés  de  sept  points  quelconques  situés  sur 
celte  cubique. 

Dans  ce  qui  suit,  je  considérerai  spécialement  une  cubique 
gauche  fondamentale  K.  Une  forme  quadratique  sera  déterminée 
par  deux  points  de  cette  courbe  et  représentée  par  la  sécante  qui 
joint  ces  deux  points.  Les  droites  représentatives  d'un  faisceau  de 
formes  quadratiques  sont  les  génératrices  (sécantes  de  la  cubique) 
d'une  quadratique  passant  parK^  une  telle  surface  représentera 
donc  un  faisceau  de  formes  quadratiques. 

Cela  posé,  la  propriété  que  je  viens  d'énoncer  relativement  aux 
racines  de  l'équation  du  sixième  degré  donnera  immédiatemenl  la 
proposition  suivante  : 

"  Éunl  pris  par  sept  points  i ,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  sur  K,  il  y  existe 
une  droite  D  (sécante  de  la  cubique)  qui  rencontre  les  neuf  droites 
contenues  dans  les  deux  Tableaux  suivants  : 

^  I3(i^)(5i)        I(a3)(56)        2(3i){i6) 

i  e(ia)  (54)        4Cï3>(56)        S{34)(i6) 

V 7(11)  (54)        7(a3)(56)        7(34)  (.6) 

Il  La  droite  D  rencontre  donc  les  six  droites  contenues  dans  le 
Tableau  £,  ce  qui  fournit  une  propriété  de  six  points  quelconques 
de  l'espace  ;  (cette  propriété  se  rattache  d'ailleurs  à  de  belles  pro- 
positions données  par  M.  P.  Serret  sur  les  cubiques  gauches). 
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»  Mje  Tableau  F  montre  en  outre  que,  la  droite  D  ayant  été 
rminée  au  moyen  des  points  1,  2,  3,  4,  5  et  6,  tout  plan  sécant 
^  par  D  rencontre  les  côtés  de  Thexagone,  dont  ils  sont  les 
soffurviels,  en  six  points  situés  deux  à  deux  sur  trois  droites  cou- 
cou K*si.n  tes. 

»  IiC  point  de  concours  décrit,  lorsqu'on  fait  varier  le  plan,  la 
cubicjue  gauche  déterminée  par  les  six  points. 

»  Dans  ce  qui  précède,  3  (12)  (54)  désigne  la  droite  qui,  passant 
par  1^  point  3,  rencontre  les  droites  12  et  54  ;  les  autres  notations 
ont,  xm ne  signification  analogue.   » 

Ojd  peut  aussi  énoncer  ces  résultats  de  la  façon  suivante  :  «  Un 

"^^^a  gone  étant  inscrit  dans  une  cubique,  par  la  courbe  et  chaque 

coma  j> le  de  côtés  opposés  de  l'hexagone,  on  peut  faire  passer  une 

qu.a.clrique;  les  trois  quadriques  ainsi  obtenues  ont  une  génératrice 

^^•*^imune  qui  est  une  sécante  de  la  cubique.  »  Une  forme  cubique 

est   déterminée  par  trois  points  de  K5  les  plans  osculateurs  de  la 

coxax^l^e  en  ces  points  passent  par  un  point  p  situé,  comme  on  le 

samt     par  un  beau  théorème  de  M.  Chasles,  dans  le  plan  P  qui 

^^*^t,îent  les  trois  points.  Je  dirai  que  le  point  p  et  le  plan  P  sont 

dssooiés;  si  le  point/?  parcourt  une  droite,  le  plan  P  tourne  autour 

^  *iràe  autre  droite  qui  est  associée  à  la  première.  Je  représenterai 

^'^^  forme  cubique  par  le  point  associé  au  plan  qui  contient  les 

^ï'oîs    points  de  K  qui  la  déterminent. 

Une  forme  cubique  représentée  par  un  point />  est  déterminée 
P^ï*   les  trois  points  de  contact  a,  6,  c  des  plans  osculateurs  que 
■  On  peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe.  Si  l'on  prend  les  conju- 
gués  harmoniques  de  chacun  des  points  a,  b,  c  par  rapport  aux 
^^vix  autres,  on  obtient  un  autre   système  de  trois  points  qui 
détermine  le  covariant  cubique  de  la  forme  ;  les  plans  osculateurs 
^^  ces  points  se  coupent  en  un  point/?' représentatif  du  covariant. 
Cela  posé,  les  deux  points  p  et  p'  sont  situés  sur  une  même 
sécante  de  la  cubique  et  partagent  harmoniquement  le  segment 
intercepté  par  la  courbe  sur  cette  sécante.  Je  dirai  que  les  deux 
points  se  correspondent  par  rapport  à  la  cubique. 

Le  faisceau  de  la  forme  représentée  par  le  point/?  est  repré- 
senté par  la  sécante  qui  passe  par  ce  point. 
J'ajouterai  la  remarque  suivante  : 
«  Le  plan  polaire  d'un  point  donné  relativement  à  la  surface 


développable  S,  dont  K  est  l'arête  de  rebron  s  sèment,  est  le  plan 
associé  au  point  correspondant.  » 

Étant  données  deux  formes  cubiques  représentées  par  les  points 
petq,  les  dilTérentes  formes  contenues  dans  le  faisceau  qu'elles 
déterminent  sont  représentées  par  les  difTërents  points  de  la 
droite /tf.  Une  droite,  dans  l'espace,  représentera  donc  un 
faisceau  de  formes  cubiques. 

Si  une  droite  rencontre  une  génératrice  de  S,  leur  point  de  ren- 
contre représente  une  forme  cubique  ayant  un  facteur  carré.  D'où 
celle  conséquence  : 

«  Une  droite  (représentant  un  faisceau)  rencontre  quatre  géné- 
ratrices de  S;  les  quatre  points  où  ces  droites  touchent  K  repré- 
sentent le  Jacobien  du  réseau.  » 

Ëtant  donnée  une  forme  biquadratique  F  représentée  par  quatre 
points  de  K,  menons  les  tangentes  en  ces  points.  Ces  quatre 
droites  n'étant  jamais  sur  une  même  quadrique,  il  n'y  a  que  deux 
droites  D  et  D'  qui  les  rencontrent  toutes. 

Donc  F  est  le  Jacobien  des  deux  faisceaux  de  formes  cubiques, 
lesquels  sont  représentés  par  les  droites  D  et  D'. 

Ces  deux  droites  sont  associées  par  rapport  à  la  cubique.  Je 
représenterai  la  forme  F  par  ces  deux  droites  ou  simplement 
par  l'une  d'entre  elles,  puisque  par  là  même  l'autre  sera  déter- 
minée. 
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mélhode  que  je  développe  dans  cette  Note,  pour  les  cas  les 
P**^^  simples,  s'applique  sans  difficulté  aux  fonctions  de  la  forme 
^  9  oiiW  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x,  et 
^'^^^^     fV)nctions  de  la  forme 


(ax-i-b)^{a'x-^b')'^'.,,, 


oti 


9  a',  • .  •  désignent  des  quantités  arbitraires  quelconques. 

a    principe  que  j'ai  mis  en  usage  est  le  suivant:  F  (x)  étant 

^*^^    fonction  donnée  et  ^7— ^  la  fraction  rationnelle  dont  le  déno- 

**^sileur  est  d'un  degré  donné  et  qui  se  rapproche  le  plus  de  la 

^^*^^ar  de  la  fonction,  je  cherche  à  établir  entre  ç(^),  f{^)  et 

^^i*s  dérivées  du  premier  ordre  une  relation  algébrique  qui  soit 

^'^^aiîre  par  rapport  à  l'une  de  ces  fonctions,  o{x)  par  exemple, 

î^sàr  rapport  à  sa  dérivée. 

^da  posé,  en  considérant  pour  un  instanty(a:)  comme  connue, 
.  ^(^)  comme  une  fonction  inconnue,  on  aura  une  équation 
*ti^-aîre  du  premier  ordre  que  Ton  saura  intégrer  au  moyen  d'une 
^^adrature.  Comme  le  résultat  de  l'intégration  est  connu  d'avance, 
"  Suffira  de  déterminer  à  quelles  conditions  doit  satisfaire /(j:) 
Ç^Ur  que  ce  résultat  soit  de  la  forme  voulue. 

On  déterminera  généralement  ainsi  une  équation  linéaire  et  du 
^^Cond  ordre  à  laquelle  satisfera  le  polynôme /(a:);  cette  équation 
^dnael  une  seconde  solution  qui  s'exprime  facilement  au  moyen 
^^  polynôme  ç(^),  ou  encore,  si  l'on  pose 
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au  moyen  de  R,  comme  l'a  fait  voir 
ment  aux  polynômes  de  Legendre. 


Christoflel  (  '  )  relatlve- 


Développement  de 


y/x>- 


__j_  =  ?g^(_i_) 


où/"(x)  et  iy(3:)  désignent  respectivement  des  polynômes  du  degré  n 
et  du  degré  (n  —  i). 
On  en  déduit 


Vîî^ 


=  log»(»)-los/(i)+  (j|-,), 


parce   que  ^ — :  est  du  degré  ( —  i)  eD  x;  puis,  en  prenant  les 
dérivées  des  deux  nombres, 


A  désignant  une  constante. 

Si,  dans  cette  équation,  on  regarde  f{x)  comme  connue,  on  a, 
pour  déterminer  'p(^),  une  équation  linéaire  et  du  premier  oixire  ; 
en  l'intégrant  et  négligeant  d'abord  le  second  membre,  on  sera 
conduit  à  poser 

A")    . 


W 


T(»)  = 


(  '  )  Ueber  die  Gaïasiiche 
{Journatde  CrelU,  t.  LV). 


idratur  uad  eine  Verallgtmeinerang  deraelben 

(*)  Pourabréger.jedésigneriidïns  tout  cequi  suit  pari— ^^t  une  série  ordonnée 
•luivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  commençaDl  par  un  terme  en  —  ,  et 
par  (x")  une  série  ordonnée  suivant  tes  puissances  croissantes  de  ; 
çant  par  un  terme  en  x''. 
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z  étant  déterminé  par  Téquation  différentielle 

^/«(:r)/ïï=T=A, 

d'où 

(3)  z=  f-—^——dx, 

ou  encore,  si  Ton  désigne  par  a,  ^,  ...  les  racines  de  Téquation 
f{x)  =  o,  et  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

^      ^  Y       P         1   V      ^ 

=  y  f\—=t +  —^ ]  dx. 


z  = 


OU  encore,  en  effectuant  une  intégration  par  parties, 


,  =  y  \ P 

H-  n 2 ^ 1^1 

On  déduit  de  là  facilement  que  z  se  compose  d'une  partie  algé- 
brique, d'une  expression  de  la  forme 


./ 


et  de  termes  de  la  forme 


/ 


(a?  —  a)  (a?' —  i)^ 


dx. 


Chacun  de  ces  termes  doit  évidemment  être  nul;  or  un  calcul 

facile  donne 

P       ^     9    . 

on  a  donc  la  relation 

(a»-i)y'(a) -H  «/'(«)  =  0, 


qui  doit  avoir  lien  pour  toute  racine  de  l'équation /(x)  ^  o;  d  , 
il  suitquey(x)  satisfait  à  une  équation  dilTérentielle  du  secof' 
ordre  de  la  forme 

(:r'-l)^'+:ry-HP^  =  0. 

La  valeur  de  P  s'obtient  immédiatement  en  écrivant  que  le  coef- 
ficient de  x",  dans  le  premier  membre,  est  égal  à  zéro.  On  obtient 
ainsi  l'équation  bien  connue 

(4)  {x'~-^)y^•^xy-n*y  =  ^. 

2.  Puisque  le  pol^'nomey(x)  est  une  solution  de  l'équation  (4), 
on  obtiendra  une  seconde  solution  de  cette  équation  en  no<2at 


=  /(^)  / 


dx 


ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (3), 
et,  en  venu  de  l'éqnation  (2), 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (4)  est  donc 

A/(iC)+ Bij>(a^)/ïï^. 

3.  Supposons  maintenant  que,  dans  l'équation  (i),    «(o;)  so il  re- 
gardée comme  connue  ;  pour  intégrer  cette  équation,  nous  posons 

/(j:)=v/x'-ii}.(x)/, 

t  étant  déterminée  par  l'équation  dilTéreutielle 


/i 


(X»-1)'Ç'(J-) 


t.  pour  abréger, 

A     _  y       P       ^      ? 
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a,  j3,  Yî  •••  désignant  les  racines  de  Téquation  y(x)  =  o,  un 
calcul  entièrement  analogue  à  celui  que  j'ai  développé  plus  haut 
montre  que  l'on  doit  avoir  pour  chacune  des  racines 

et,  par  suite, 

(a«— i)<p''(a)-f-3a(p'(a); 

d'où  l'on  conclut  que  cp(;r)  est  une  solution  de  l'équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre 

(5)  (x^ — !)«'-+- 3ara'-^  (i— /i')m  =  o. 

Sî  l'on  remarque  maintenant  que  cette  équation  n'est  autre  que  la 
dérivée  de  l'équation  (4),  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  y  par  1/, 
on  en  conclut  qu'à  un  facteur  numérique  près  <f{x)  est  égal  à 

Il  est  clair  du  reste,  ce  qui  est  facile  à  vériGer,  que  l'équation  (5) 
se  déduit  aussi  de  l'équation  (4)  par  la  substitution 


y  =  u  v/x'  —  i . 


II. 


(X  -+-  <i  \  "• 
/  /    • 

4.  Soit  m  une  quantité  quelconque;  posons 

?5(j:)  et  /(x)  désignant  des  poljnomes  entiers  du  degré  n. 
On  en  déduit 


puis,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

mib  —  n)       _  (PÏJr)       /'(x)        /      i      \ 
(x-}-a)(X'i-h]  ■"  9{x)       /(x)  "^  \x*n^*/' 


2^2  ALGEBRE. 

d'où 

(6)  mib-a)^(x)f(x)-^{x^a)ix-^b)[^{x)/'{x)^f{x)f\a:)]=A. 

A  désignant  une  constante. 

Si  dans  cette  équation  on  regarde /(a:)  comme  connue,  on  a, 
pour  déterminer  <p(^),  une  équation  linéaire  et  du  premier 
ordre;  en  l'intégrant  et  négligeant  d'abord  le  second  membre  on 
posera 

z  étant  déterminée  par  la  relation 

(8)  -'=/>    Af.+  A)'- 


(2rH-a)'"-^»/*(jr) 


dx. 


On  doit  chercher  quelle  forme  doit  avoir /(j:)  pour  que  z  ait  une 
expression  de  la  forme  donnée  par  la  relation  (7);  m  étant  quel- 
conque, on  y  parviendrait  aisément  en  suivant  une  marche  ana- 
logue à  celle  que  j'ai  suivie  dans  le  paragraphe  précédent;  mais 
on  parviendra  plus  vite  à  l'équation  du  second  ordre  à  laquelle 
satisfaity(a:)  en  supposant  que  m  est  un  nombre  entier. 

Dans  ce  cas,  je  ferai  remarquer  d'abord  qu'en  vertu  de  l'équa- 
tion (6),  /{x)  ne  peut  être  divisible  par(x-h«),  car  autrement 
ce  binôme  diviserait  la  constante  Â  qui  n'est  pas  nulle;  il  est  clair 
également  qi\ef{x)  =  o  a  toutes  ses  racines  distinctes.  En  appe- 
lant donc  a,  3,  ...  les  racines  de  cette  équation,  on  aura  un 
développement  de  la  forme 

A  (o" -4- />)'»-*      _  ^        p  ^     ç 

A«i  A,„_i  Ao 


{X  —  a  Z"*^       ix-T-ay* x-^a' 

et,  pour  que  3  ait  la  forme  donnée  par  la  relation  (7),  il  faut  que 
Ao=  o,  et  ensuite  que  q  =  o  pour  toutes  les  racines  de  l'équation 
/{x^  =  o.  En  tenant  compte  seulement  de  cette  dernière  condi- 
tion, le  calcul  de  q  montre  facilement  que,  pour  toutes  les  racines 
de  réquaùon/"\^>r)  =  o,  on  doit  avoir 

^^a  -^  <i  ^  1  -i-  /*>/**^^a^  —  I  21  —  m{(i  —  b) -i-  a  -^  ^^/'(^)  =  o; 
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d'où  l'on  voit  que /(a?)  satisfait  à  l'équation  du  second  ordre 

(9)    (x-h  a)(x'\-b)y'-h  [ix  —  m(a  — 6)-+-  a-h  b]y  —  n(n  -^  1)^  =  0. 
5.  Cette  équation  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


on  voit  que  le  polynôme  /(x)  étant  une  de  ses  solutions,  une 
autre  sera  donnée  par  la  formule 


ou,  en  vertu  des  équations  (8)  et  (7), 
Si  Ton  pose,  pour  abréger, 


■^<">(^6)"'-?(^>-^"' 


une  seconde  solution  sera  également  donnée  par  l'équation 


r 


\x-^  a I 


6.  L'équation  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  ?(^)  s'obtiendrait 
par  la  même  méthode;  mais  on  voit  immédiatement  qu'elle  se 
déduit  de  la  première  en  changeant  m  en  —  m;  cette  équation  est 
donc 

Elle  se  déduit  évidemment  de  l'équation  (9),  et  il  devient  facile  de 
le  constater,  par  la  substitution 

l X  -^  /A"* 
y  =  u  { 

7.  Pour  obtenir  sous  forme  explicite  les   polynômes  f(^x)  et 
ç(jc),  je  remarque  qu'en  posant 

X  ~  (a  —  b)^  ~  a 


>84 

l'équatioa  (9)  devient 


■-»3i-<— >^=- 


cette  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  qui  définit  la  série 
hypergéomélrtque  F(û(,  p,  y,  £), 


'rfF^^^""'^'"^"''^" 


<î-î'>i?f-^[ï-(»-^P  +  ''S3^ 


Le  polynôme /(x)  sera  donc  donné  par  la  formule 

_^        (n-M)(«-i-^l...an        /J^  +  aX" 
-(„,+  ,)(„  +  .,)_  (m +  n)Vn -6/   ' 

Le  poljnome  f{^)  s'obtiendrait,  à  un  facteur  numérique  près,  en 
changeant  le  signe  de  m  dans  la  formule  précédente. 

8.  Comme  application,  supposons  a  :=  1  et  6  =  —  1,   on  aura 
alors 


(„_i)n(n-H,l(/i  +  ^l  /i  +  xy 


Comme  {  _  /  se  cliange  en  son  inverse  quand  on  change  a:  en 
—  X,  on  en  conclut  que  les  polynômes /(x)  et  o(jr),  donnés  par 
le*  f.iriniiles  précédentes,  sont  liés  par  la  relation 


et 
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Faisons,  par  exemple,  m  =  -  et  /i  =  3,  il  viendra 

g 
/(x)  =  n-4(i  — ar)-+-4(H-^)* (i4-x)ï 

f^{x)  =  —  -  [i  —  12(1  -f-  a?)  -h  20(1  -h  a;)*—  8 (i  -^  or)»], 

7 


OU,  en  réduisant, 

et 

<p(a7)  =  -  (--i  —  4ar-+-4a:j-f-8a7»). 

Si  Ton  désigne  par  Su  la  somme  des  n'*'*""  puissances  des  racines 
de  l'équation /(;r)  =  Sx^ —  4-^^  —  4^  -H  1  =  o,  on  doit  avoir 

Si=S3=S,  =  l     (1). 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  au  moyen  des  formules  de  New- 
ion. 

9.  Si  Fon  considère  l'expression  —  (  j  —  i  ,  son  déve- 
loppement en  fraction  continue  donnera  des  réduites  dont  le  dé- 
nominateur y(;r)  sera  le  même  que  celui  des  réduites  auxquelles 

conduit  le  développement  de  (  ■•  _    j    • 

En  faisant,  dans  l'équation  (9),  6  =  — i  et  a  =  -i-  i,  on  voit 
donc  que  ce  dénominateur  satisfait  à  l'équation  difTérenlielle 

(9)'  (a:«— i)7''-+-2(a:  — m)y— /i(/i-+-i)^  =  o; 

et,  de  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  il  résulte  qu'en  posant 


(ni*  -i_  I  \  /W 





(  »  )  Voir  ma  Note  Sur  un  problème  d'Algèbre  {Bulletin  de  la  Société  mal  hé- 
nutiique,  t.  V). 

Je  saisis  cetle  occasion  pour  déclarer  que  M.  Dorchardt  clait  déjà  parvenu  an- 
tcrieuremeDt  aux  résultats  renfermés  dans  cette  Note. 
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Si  nous  supposons  maintenant  que  m  tende  vers  zéro, 

a  pour  limite  log  ( ^  __  '■  )  ;  l'équation  (9)'  devient  l'équation  bien 

connue  qui  définit  les  poljnomes  de  Legendre  et  l'on  voit,  comme 
l'a  fait  voir  M.  Christoffel,  que  R  en  est  une  solution. 

10.  Considérons  maintenant  l'expression 

_  /  Ail  8  -f-  fi  \  '«  /  '^  "^  Ail  0  -h  i^ 


/  Ail  d  -f-  fi  \ 


X  -h  ^ 
0 


pouruvoir  son  développement  en  fraction  continue,  nous  poserons 

//i  Y  H-  a  7       , 

— i-    Q  =  a    cl    <  =^; 
/Il  0  -+-  p  0 

le  dénominateur  de  degré  n  de  la  fraction  satisfera  à  Téquation 
suivante,  que  Ton  déduit  immédiatement  de  Téquation  (9)  : 

\         /Il  0  H-  Ji  '  \  0  ' 

[/Il  [  ao  —  3v  )        m-^-^i       y1 
0  V  /Il  0  —  i  >        //i  0  -f-  3       0  J 

Ftùsons  mainttMiant  croître  indéliniment  le  nombre  //t,  la  fonç- 
ai 3-r 

I    »_  .    .^_._«  ^   .  I    iiurji  pour  limite  e^^^y  et  Téquation  pré- 
cédente de\  iondra 

vn>    vV  *  cj-^\i'  -  [  JOvY  —  cx^  — ^10  — 87^]  >'— /i</i  —  i)o«^r  =  o. 
'IVIIo  est  IVquution  diftortMilieUe  à  laquelle  salisfait  le  dénoraîna- 
leur /\.r^  d'une  ivduJto  do  la  fonction  c*^***^;  en  posant 


'     V   r  '    V  ^»x    ^  K. 
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(p(j:)  désignant  le  numéraleiir  de  la  réduite,  une  deuxième  solu- 
tion de  celte  équation  sera  donnée  par  la  formule 


ou  encore  par  celle-ci 

De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  il  résulte  aussi  que  ^{x)  satisfait 
à  Téquation  différentielle 

(YH-8x)«a''H-[23(Y-h8ar)-f-(a3  — Py)1"'— '«('i-^  i)ô»m  =  o, 
et  celte  équation  se  déduit  de  Téquation  (11)  par  la  substitution 

a-f-pj 

III. 

Développement  de  e^*^'. 

11.  Pour  Iraiter  un  cas  un  peu  plus  général,  considérons  la 
fonction  e^^^\  où  F(j:)  désigne  un  poljnome  quelconque  de 
degré  m  et  posons 

o(j:)  el/{x)  désignant  des  polynômes  du  degré  n. 
On  en  déduit 

F{x)  =  Iog(p(a7)  —  \oQf(x)  -+-  (x»«-»-» ) 
et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

puis 

(12)  F'(x)^(x)/(x)  -  <f'(x)f(x)  -+-  <p(:r)/'(a:)  =  ar««e(ar), 

S  (a:)  désignant  un  polynôme  du  degré  m  —  i. 

Si  dans  celle  équation  on  considère /(^)  comme  connu,  on  a 


aftS  ALOfcBRE. 

une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre  par  rapport  à  ?(^)« 
On  l'intégrera  en  considérant  d'abord  le  second  membre  comme 
égal  à  zéro,  et  posant 

(i3)  cp(ar)  =  cFw/(5:)5, 

z  étant  déterminé  par  la  relation 


(14  )  ""''=/• 


/H^) 


En  désignant  par   a,   p,    ...    les  diverses  racines  de  l'équation 
/(ûc)  =  o,  on  pourra  poser 


x*^S{x)  ^  p      Y       P  \  _S_ 


— > 

a 


P  désignant  un  polynôme  du  degré  (m  —  i)  en  a:;  d'où 

OU  encore,  en  intégrant  par  parties  le  second  terme  de  la  relation 
précédente, 

-.  =/.-.,p^_2/fS  -  2/-""  ^^^  "• 

OU  encore 

_^/',-r,x,i'[F'(^)-F'(»)]  ^ 

Si  Ton  examine  cette  expression  de  Zj  on  voit  que,  pour  qu'elle 
ait  la  valeur  assignée  par  la  relation  (i3),  on  doit  avoir,  pour 
toutes  les  racines  de  Téqualion  f{x)  =  o, 

Or  un  calcul  facile  donne 


/'(»» 


'Àii         H  »  2  ) 


t  H(  2  > 


f{^)-r^oi) 
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on  aura  donc,  pour  toutes  les  racines  de  l'équation y(j:)  =  o, 

d^où  il  suit  qvLe/{x)  satisfait  à  une  équation  linéaire  et  du  second 
ordre  de  la  l'orme 

(.5)  y^^r(x)^^-^^jy^u{T)y  =  o. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

on  en  conclut  qu'une  seconde  solution  est  donnée  par  la  formule 

ou,  en  vertu  des  équations  (i3)  et  (i4)i 

12.  On  déterminerait  de  même  Téquation  du  second  ordre  à 
laquelle  satisfait  <p(j?);  sans  refaire  tous  les  calculs  précédents,  on 
voit  immédiatement  que  cette  équation  est  de  la  forme 

(.6)  a._[F'(x)^^  +  |g]„'+K(x)u  =  o; 

c'est  du  reste  la  transformée  de  Téquation  (i5)  quand  on  pose 

EfTec tuant  cette  transformation  sur  Téquation  (i5),  il  vient 

\U{X)  -4-  ^  F'(x)  -h  1^^  V'(x')  -  F'(a7)l  u  =  o. 

13.  Nous  avons  encore,  pour  former  Téquation  différentielle  du 
second  ordre  à  la(|uellc  satisfait /(.r),   à  déterminer  le  polynôme 

'9 
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B(a:)  el  la  fraction  rationnelle  H(j:),  qui  est  de  la  forme 

K(x) 

K(x)  désignant  un  polynôme  du  degré  (2  m  —  2).  A  cet  effet,  si 
nous  posons 

et 

<f(x)  =  box^-h  biX^^-^-hbiX»-^-^. . ., 

et  si  nous  désignons  par  a,  P,  Yi  •  •  •  '^^  coefficients  inconnus 
des  polynômes  B  el  K,  les  équations  (16)  et  (17)  permettront 
d'exprimer,   au  moyen  de  a,  p,  y,    ...   les  coefficients  Oq,   a^, 

D'ailleurs,  Téquation  (12)  donne  également  des  relations  entre 
ces  coefficients  et  les  coefficients  inconnus  de  6;  de  ces  relations 
on  déduira  facilement  les  quantités  a,  p,  y,  .... 

Dans  une  prochaine  Note,  je  communiquerai  à  la  Société  le 
résultat  de  mes  recherches  sur  le  développement  de  la  fonction 
^ax+*x«  et  de  la  fonction  e'^^'+^J^*. 


SUR  LK 
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.rcunf(;i) 


DK  e 


Bulletin  de  la  Société  mathématique;  1H77. 


1 .   Posons 

arc  iang 


e 


ç(ar)  el/{x)  désignanl  des  polynômes  du  degré  n  cl  (  -^j^y  )  une 
série  développée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  -  et  com- 
mençant  par  un  terme  de  la  forme  —^7^  • 

Comme  e  ^•'^  se  change  en  son  inverse  quand  on  change  x 

en  —  Xy  il  en  résulte  qu'à  un  facteur  numérique  près  ^{x)  est 

égal  à/( —  x);  d'ailleurs  pour  j?  =  dzoo,  le  rapport  ^^— ^se  réduit 
à  l'unité  ;  on  a  donc 

En  employant  la  méthode  que  j'ai  exposée  dans  une  Note  pré- 
cédente (*),  on  obtient  facilement  l'équation  différentielle  sui- 
vante, à  laquelle  satisfait  le  polynôme /( a: ), 

Le  polynôme  ^{x)  satisfait  à  l'équation 

équation  qui  se  déduit  de  la  précédente  par  la  substitution 

—arc  tang(-- ) 
y  z=  ue  ■'*  '  , 


(  »  )   Sur  V approximation  d*une  fonction  d'une  variable  au  moyen  de  frac- 
tions rationnelles  (page  277). 
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OU  encore 

On  en  conclut  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  donnée 
par  la  formule 

y  =  \/(t  )  -h  B/(  —  X  ) e*«  »•■«', 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

2.   Posons 
d'où 


I  -4-  IX 
» 


l'équation  (i)  deviendra 

(•«  —  -î  )r''-+-  (  '  "^  ^  ~"  ^  -2  W'-+-  /l(/l  -4-  I)^K  =  O, 

équation  qui  définit  une  série  hjpergéométrique  F(a,  ^,  v,  z), 
pour  laquelle  on  a 

y=iH — >      a  =  —  n     et     B  =  /ih-i. 

Cette  série  est  évidemment  un  polynôme  du  degré  n  en  z;  on  a 
par  suite,  en  désignant  par  K  un  facteur  indépendant  de  x, 


/(x)=  KF^'- 71, /1-+-I,  Y, 


2 


Convenons  de  déterminer  le  polynôme  /(^)  par  la   condition 

f(x)  •  f  t      ^ 

que*  soit,  pour  x  =  4-  oo  ,  égal  à 

afa-hi)..    (ïH-n  —  i)p(3-i-i)...fp-J-/i  —  i)^ 

en  divisant  les  deux  membres  de  la  relation  précédente  par  jr"  et 
en  faisant  croître  indéfiniment  x,  il  viendra 

/" 

I   -    K    ^ ; , 

(Toii 

V  ( —  //.   //    -  I ,  ",  z  )  — ,  • 

7(7 -^  n. .  .(7-T- /i  —  I) 
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Si,  pour  plus  de  clarté,  nous  représenlonsy(  j::)  par  V„,  et  sî  nous 
posons,  pour  abréger, 

F(—  /i,  /n-i.  Y,  z)  =-.  F(— /è), 
on  déduit  de  là 

^    ^  F(—n)  F(-/i-f-i)  F(  — «  — 1) 


^"y-h/i-i 

3.   Cela  posé,  en  désignant  respectivement  par  4>,  <I>,  cl  4>2  les 
trois  fonctions 

F(a,  p,Y,  5),     F(a  — I,  P-+-I,  Y,  5)     et     F(a -m,  p  -  i,  y,  5), 

on  déduit  facilement,  des  relations  données  par  Gauss  ('  ),  la  rela- 
tion suivante  : 


(3) 


(r  /o  ^  a(Y  — a— .0    ,    ^T  — a)(a  — ')1a 

p  —  a-hi  p  —  a  —  i 

Si  dans  cette  relation  on  fait 

5  =  a=  —  /i,         a  =  n-hi,        et        y  =»-+--» 

^,   ^1  et  02   deviennent  respectivement  F( — /i),  F( — n  —  i), 
F( —  n  -h  i),  et  l'on  obtient  Féquation 

—  i(in-^  i)a:F( — n)  —  (y  -h  n)F{—  n  — i)  -+-  (y—  n  —i)V{—n  -f-i  )  =  o. 

Remplaçons,  dans  cette    équation,    F(  —  /?),    F( — //-Hi)  et 
F( —  n  —  i)  par  les  valeurs  proportionnelles  déduites  des  rela- 

lions  (a)  et  v  par  sa  valeur  i  -H  ->  il  viendra 


(4) 


V„-Hi  =  —  {in  -hi)jrV«-h  ln^-{-jj\n-i' 


4.   Déduisons  de  (4)  les  valeurs  de  V,,^,,  V)^^,  et  VJ,^,    et  por- 
lons-les  dans  l'identité 

V;,-^,  -t-  (2T  -h  i)V;,4-!  —  (/t  -f-  i)(ai  -h  -a)  V«-hi  =  o  ; 


(  '  )   Disquisitiones  générales  circa  seriem  {Gauss  XVerke^  l.  III,  p.  i3o). 
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il  viendra,  toutes  réductions  faites, 


(5) 


'jl(i  -h  x*)\n  —  (2/ia:  — i)V„H-  2  ( /i*-+-  y  j  V„_i  =  o. 


5.  Des  formules  précédentes  on  déduit  les  valeurs  suivantes 
des  polynômes  V„  : 

Vo  =  I ,     Vi  = T,     Vs  = 3?  -h  3  jt',     .... 

7.  4       ^ 

Si  Ton  désigne,  en  général,  par  S^  la  somme  des  m*^""  puis- 
sances des  racines  de  l'équation  V^  =  o,  il  est  clair  que  l'on  aura 


et 


c     c     c     * 

tJ  \    0;|    —    05    ...  ~ 

a 


Sj  —  o^  —  04  =  . . ,  =  —  — I 

'1 


m  étant  au  plus  égal  à  un  —  i . 

6.  De  la  relation   (4)    résulte   le  développement   suivant   de 

arclênK(-^) 

e  -^  en  traction  continue  : 


arc  tan 
e 


œ=, 


■        .     v'-"T 


X 

4 
—  lx-\ 


—  5x-f- 


»^i 


']X 


•  ï 


dont  la  loi  est  évidente. 


7.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent,    sans  aucun 

— —j  ]     ,  quelles 

que  soient  les  quantités  a,  h  et  m. 

Du  reste,    cette  expression   donne  en   particulier  la   fonction 

nrc  lantr  (-  )  •  i  .>   •  .      ,  .  i 

r  V '/  quand  on  y  lait  a  =z  i^  />  r^  —  i  et  m  = • 
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DÉVELOPPEMENT  DTNE  FONCTION 


SUIVANT    LES   PUISSANCES   D  UN    POLYNOME. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences^ 


t.  LXXXVI:  1878. 


1.  Étant  donné  un  polynôme  F(z)  de  degré  m,  on  peut  déve- 
lopper une  fonction  quelconque  de  z  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  ce  polynôme,  les  coefficients  étant  des  polynômes  en  z  du 
degré  (m  —  i  ),  et  Jacobi  a  donné  (  '  )  le  moyen  d'obtenir  ces  coef- 
ficients. 

Cette  sorte  de  développement  a  une  importance  particulière 
lorsqu'il  s'agit  d'évaluer  des  intégrales  définies  de  la  forme 
f/{xz)F{z)  dz  et  de  la  forme  ff{z  —  x)  ¥{z)  dz^  les  limites  de 
l'intégrale  étant  deux  racines  de  Téquation  F(c)  =  o. 

En  m'occupant,  à  ce  point  de  vue,  du  développement  de  e^^, 
de  (5  —  x)"^  et  de  log(5  —  x)^  j'ai  été  assez  heureux  pour  ren- 
contrer quelques-uns  des  résultats  importants  donnés  récem- 
ment par  M.  Ilermite,  relativement  à  l'approximation  des  fonc- 
tions transcendantes  par  des  fonctions  rationnelles,  notamment 
dans  sa  Lettre  à  M.  Fuchs  Sur  quelques  équations  différen- 
tielles, et  dans  son  mémorable  Mémoire  Sur  la  fonction  expo- 
nentielle, 

2.  En  m'en  tenant  ici  à  ce  qui  concerne  la  fonction  exponen- 
tielle, soit 

(1)  €'-^=Z{\]n^z\n-\-...+  zn-'i\\„)     ^"(^)- 


\ ,?.. .  .n' 


en    désignant  par  a^  b^  .  »  , ,  l  les  diverses  racines  de  l'équation 


(•)  Entwickelungen  nac/i  der  Potenzcn  eines  Polynoms  {Journal  de  Bor- 
rhardt.  t.  LUI,  p.  10.')). 
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F(z)  =  o,  on  voit  facilement  que  W„  est  de  la  forme 

M, ,  Mj,  . . . ,  M,„  étant  des  polynômes  en  x  du  degré  n. 

D'ailleurs  la  méthode  de  Jacobi  montre  que  W/,  est  de  l'ordre 
de  ^'»»"+'»-*  ;  il  en  résulte  que  les  polynômes  M|,  Mo,  .  . . ,  M^  ont 
précisément  les  valeurs  pour  lesquelles  l'expression  précédente 
est  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible  ;  chacun  de  ces  polynômes, 
renfermant  en  effet  (m  -h  i)  constantes  arbitraires,  les  (m-t-  i)n 
constantes  dont  on  dispose  ne  permettent  d'annuler  dans  cette 
expression  que  les  coefficients  de  x^,  x* ,  x^,  .  . .,  x'""'^""^. 

Ce  point  établi,  en  égalant  les  dérivées  prises  par  rapport  à  z 
des  deux  membres  de  l'équation  (i),  on  obtiendra  facilement  les 
relations  qui  permettent  d'obtenir  par  voie  récurrente  les  diverses 
fonctions  W,,. 

En  égalant  de  même  les  dérivées  prises  par  rapport  à  x^  on  ob- 
tiendra l'équation  différentielle  suivante,  à  laquelle  satisfait  la 
fonction  W„  et  où  j'ai  posé 

F{x)  =  jr"'-h  \x'"-^-^. .    -4-  Kx-h  L, 

do:"'             dx'"-^                      dx  -^ 

—  n\  m  —, V  -^  (  fit  —  1)  A  — =T  -4- ...  -h  K  V  )  =  o. 

L'intégrale  générale  de  celte  équation  est  évidemment  C|,  C^,  ..., 
Cm  désignant  des  constantes  arbitraires, 

C,  M,  f «-^^  C2 Mj^?^-^-^ . . . -t- G,„ iM;;, ^z-^. 

Celte  équation,  du  reste,  peut  s'intégrer  directement.    Il   suffit, 
en  effet,  d'intégrer  l'équation  adjointe  de  Lagrange 

—, —  X  u (  A  X  —  n  m  )  u  -\ — [  B  r  —  n  (  //?  —  O  A  1  ti  -4-. . .  =  o. 

ou,  en  (lévelo|)pant, 

/  d"'ii         ,  d'^'-Ui  ,    ,      \ 

X  1    -, —  A   --; r    —  .  .  .  ^   L  //    1 


(/x'"         '     dx'"-^ 


r       d"'-^  Il  .   d'"    '^li  ,.     1 

I        r/./"'->  dx"'    ^  J 


o. 
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et  la  méthode  de  Laplacc  donne  immédialcmenl  les  m  intégrales 
de  cette  équation 

/        e-^''F(z)dz,       /        e--''F{z)dz,      ...,        /        e--'F{z)fiz. 

On  se  trouve  ainsi  ramené  à  la  considération  des  intégrales  dé- 
finies qui  ont  servi  de  point  de  départ  à  M.  Hcrmite  dans  son 
Mémoire  Sur  la  fonction  exponentielle. 

3.  Pour  considérer  le  cas  le  plus  simple,  soient 

z"(  z  —  iV* 
F(^)=r5(s-i)        et        e=^=I.iU„-hz\n)-- -' 

On  trouvera  sans  difficulté  les  relations  suivantes  : 

Ux\  fj—\  —  V/i 
n  = y 

2 

Vrt-Hi  -+-  2(2/1  -h  i)  Vn—  arî  V„_t  =  o, 

d'où  Ton  conclut  sans  peine 

•■0 
et,  si  l'on  pose 

00  voit  que  les  fractions  -^^ — -  sont  les  réduites  résultant  du  dé- 

^  Fn(ir) 

veloppement  de  e^  en  fraction  continue. 

4.  Je  mentionnerai  encore,  à  cause  de  leur  utilité  dans  diverses 
applications,  et  notamment  dans  la  théorie  des  transcendantes  de 
Bessel,  les  développements  de  e^*^,  cos:;^:  et  sin:;x,  suivant  les 
puissances  de  (z^-h  i)  et  suivant  les  puissances  de  (z- -{-  i).  On 
les  obtiendra  facilement  en  suivant  la  méthode  que  j'ai  indiquée 
plus  haut. 
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u  Journal  de  lUathémaliques  de  Crelle,  t.  LWW'III;  1880. 


CONSIDERATIONS    PRELIUINAIIIES. 

1.  Etanl  donnée  une  ronction /(s),  développable  suivant   les 
puissances  croissantes  de  z,  elF{z)  désignant  un  poljDome  en  z 
du  degré  m,  on   peut  développer  /{z)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  F{z)  et  poser 
(0  /(î)  =  A„+A,F{  =  )  +  .,.-.-A„F''(:s)  +  .... 

les  coefGcients  Ao,  A,,  . . .,  A„,  ...  étant  des  polj'nomes  en  z  du 
degré  m  —  1.  Jacobi  a  donné  la  méthode  qui  suit  pour  olitenir 
ces  coerCcienis  (').  On  déduit  de  l'équation  (i) 

A')    ^      Ab 

imaginons  que  toutes  les  fractions  contenues  dans  cette  équation 
soient  développées  suivant  les  puissances  décroissantes  de  s,  on 
voit  que,  dans  le  second  membre,  les  termes  de  l'ordre  de  -> 
— .  ■•-.— ^  ne  proviennent  que  du  développement tj-^.  Si  donc 
on  désigne 


(')  Entwickelung  naeh  den  Polemen 
Crelle,  t.  LUI,  p.  loï). 
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f(z) 
la  partie  du  développement  de  j:^J'^J    qui  renferme  les  puissances 

négatives  de  z  inférieures  en  valeur  absolue  à  m  =  i ,  il  en  résulte 
que  Art  est  égal  à  la  partie  entière  du  produit 


2.  Soit,  en  général,  à  développer  la  fonction /"(z,  a:)  suivant 
les  puissances  croissantes  du  polynôme  F (3). 
Posons 

f(ZfX)=  ao-h  a^zx  -^  afZ^x^  -f- . . .  -+-  aiZ*x'-^  . . . , 
I  ^0  ^1  ai 


et 

/(x;^)  =  2(U«3'«-»-+-U„,,3'«-2-h...  +  U„,,„-,)F'»(;;). 

On  voit  aisément  que  les  coefficients  B|,  B2,  . . .,  B;,,  sont  res- 
pectivement de  l'ordre  mn  -{-  m  —  i,  mn-\-  m  —  2,  ...,  mn  par 
rapport  à  la  lettre  x^  et,  de  la  méthode  donnée  par  Jacobi,  il  ré- 
sulte immédiatement  que  ces  nombres  désignent  aussi  Tordre  des 

fonctions 

tJ/ij  tJ/i,i,  .«.)  t'/i.wi— 1- 

II. 

DÉVELOPPEMENT   DE   C^'  SUIVANT   LES    PUISSANCES   d'uN    POLYNOME    F(.5). 

3.  Soient  2i ,  5j.  .  , ,  ^  Zm  les  m  racines  de  Téquation  F(  3)  =  o  ; 
je  supposerai  qu'elles  soient  toutes  inégales  et  poserai 

(1)     e-'=2:(U,„5'«-»-f-U„., ;:"'-»-+-... -4- U„,,„-2-4-U„,;„-i)  ^  ^"/^^     ' 

En  égalant  entre  elles  les  dérivées  par  rapport  à  z  des  deux 
membres  de  cette  équation,  il  vient 

:r>    (U„5'«-»-hU„,t5'"-ÎH-...-hlj«,,n-,w4-U„,;;,_,)  ^-^ 

==  51  [('^  ""  i)U;i^"'-«-f-  (m  -  2)  U«,,;;'''-3-^. .  .-4-  U,i.;,,_2]  ,   J'.!^^  ^, 


3  00 

ou  encore,  fn  \i< 


(A„3"'->+B„ 


,.-(-H„a  +  K„)F{s) 


3-]^(U,3"'-'-+-U„,,3'"-*  +  ...-(-U 


+  ...+  x„=  +  X„)- 


F"-'fî) 


d'où  les  relations  suivantes  : 


aU„,„- 


,  +  nH,-(-x,4.,, 


Comme  les  quantités  a,,^., ,  ^„^, . 
ment  en  fonction  de  Uh^.!,  U,i+i,i. 
coefficients  sont  de  la  forme 


M'-nfi  s'expriment  linéaire- 
•  1  Un+i,>n_Mon  voit  que  ces 


M  et  N  étant  des  fonctions  linéaire: 

Si  d'ailleurs,  dans  l'équation  (s), 

z  ^  z^,  . . .  el  z  =  3„,  on  a  les  rela 


ideU„,  U„, ,L'„,„_, 

on  fait  successivement  ;  = 
tions 


;.  '•2'. 

p=~'=  Ue  =  ï 

r'  +  Uo,t- 

;:-+. 

..+  u..— =.*U.,._,; 

d'où  Ton  conclut  que  Un,  Un,i,  • 
linéaires  de  e'-^,  e-t-',  , . . ,  e=-"'  et  à 
Par  suite,  U„+,,  U„+,.,,  .... 
linéaires  de  ces  mêmes  quantités,  '. 
nomes  entiers  on  x  du  degré  n  -H  i 


■  -%  Uo,ni_i  sont  des  fonctions 
coefficients  conslants. 
Un+i,m_i    sont  des    fonctions 
es  coefficients  étant  des  poly- 
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4.   11  résulte  de  ces  considérations  que  U„  est  de  la  forme 

les  coefficients  M|,  M2,  . . . ,  M,,,  étant  des  polynômes  entiers  en  x 
du  degré  n. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  (n**  2),  on  sait  que  le  déve- 
loppement de  U«  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  com- 
mence par  un  terme  de  Tordre  de  x'"""*""'"*  ;  d'où  cette  proposi- 
tion importante  : 

Les  polynômes  W,,  M2,  . . .,  M,,  ont  précisément  les  valeurs 
pour  lesquelles  l'expression  précédente  est  de  l'ordre  le  plus 
élevé  possible. 

En  effet,  ces  divers  polynômes  étant  du  degré  n  renferment 
seulement  m(n-}-i)  coefficients  arbitraires  et,  en  disposant  de 
ces  coefficients,  on  ne  peut  annuler  dans  le  développement  de  la 
fonction  que  le  terme  constant  et  les  termes  en  x,  x^,  ...  et 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

o.  Les  formules  (3)  permettent  de  calculer  par  voie  récurrente 
les  diverses  fonctions  U/i;  il  est  facile  d'obtenir  l'équation  diffé- 
rentielle linéaire  du  /i'^"*"  ordre  à  laquelle  satisfait  U«. 

A  cet  effet,  et  pour  simplifier  les  calculs,  je  supposerai  d'abord 
que  le  polynôme  F(5)  est  divisible  par  s.  En  égalant  entre  elles 
les  dérivées  par  rapport  k  x  de  l'équation  (a),  il  vient 

^^  \  dx  dx  dx  dx      /  i .  2 . 3 . . .  /i 

or,  si  l'on  pose 
on  trouve  aisément 
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Portant  celle  valeur  dans  la  relation  précédente,  on  a 

À^  \  dx  dx  dx  dx      )  i .  -2 . 3 . . .  /i 

^  '         \.i.i...(n  +  \) 

+y  [(U,,.t  -  aUn);""-'  -h  (  U„_,  _  *U„);!"-»  +  . . .  -4-  (U„.„-,  -  l\}„)z]      ^""^"^ 


d^où  les  relations 

d\h 
dx 

dUn,x 


=  U„,i  — aUrt, 


=  U«,,-6U«, 


dx 


dx 

dVn,m-\ 

dx 


=  /iUrt_i, 


que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


(4) 


6.  D*après  la  première  des  relations  (3),  on  a 
(5)  xVn.m-i  =  U,i,,„_2-h /iK„-+- X,,^,  ; 

calculons  les  valeurs  de  Kn  et  de  )»//+<, m_<- 

L*équatlon  (2  bis)  donne  d'abord,  parce  que  F(:;)   est    divi 
sible  par  5, 
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On  déduit  de  la  même  équation 

¥(z) 

d^oii  Ton  voit  que  K»  est  le  terme  constant  dans  le  développe- 
ment de 

OU  encore,  si  l'on  désigne  généralement  par  S^  la  somme  des 
pièmeu  puissances  des  racines  de  l'équation  F(5)  =  o,  dans  le  déve- 
loppement de 

\  Z  **  *t 

On  en  déduit 

K/i   =    S/;|-J  U/I   -4-    S;y|-3  U/I,l   -f-  .   .   .  -f-    //l  U/|.,n_J 

et,  en  vertu  de  Téquatlon  (5) 

-h  /lS|  U,^,/||_3  -4-  .  .  .-+-  /lS,;i_3U«,i  H-  nS,/|_2  U/t  -h  /U/i+i,  //|_i  . 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  cette  égalité;  en 
ayant  égard  aux  relations  (4),  il  viendra 

jri   — ■: H  Cl  — z ; h.  .  .-f-  f   — v—   ) 

\  c^o:"'  dx"*-^  dx  J 

-f-  (mÂ--i-Si/i-+-. .  .-T-aS,„_3-+-5,„_2)  — ^  -h  /U„    =  o. 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  relations  bien  connues  et  dues  à 
Newton, 

St -h  a  =  o,  ...,  S„-2-i-rtS,i_3-T-. . ,-+-( //i  —  2)  K  =  o; 
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au  moyen  de  ces  relalioDS,  Inéquation  précédenle  devient 


X 


V  dx^'  dx'^-^  dx  1 

L        dx»^-^         ^  '       dx"^-^  dx  J 

7.   Il  est  facile  de  passer,  en  faisant  un  changement  de  variable, 
du  cas  où  F(-3)  est  divisible  par  5,  au  cas  général. 
On  obtiendra  sans  peine  la  proposition  suivante  ' 
Si  l'on  pose 

F(;;)  =  z"^-\-  a;;'"-'  -+-  hz"^-"^ -\- . .  ,-^  kz  -4-  /, 
la  fonction  U«  satisfait  à  l'équation  linéaire  du  m'^"**  ordre 

!l  d'^y  d'»-^y  ,  dy       ,    \ 

X  (    ,— *^  -f-  a    , — ^  —  ...-+-  A-/-  -h  /r 
\  J 

r      ^'"-ïv       ,  d"^-'^Y  ,    1 

U//  étant  une  solution  de  cette  équation,  il  est  clair  que  la  solu- 
tion la  plus  générale  sera  donnée  par  l'expression 

y  =  CiMie=«^-i-  C,  M,e=^-*^-f-. .  .-h  C,„M,„e-««', 
oii  C,,  0-2,  ...  cl  C/«  désignent  des  constantes  arbitraires. 


ni. 

8.  Pour  intégrer  l'équation  précédente  et  en  déduire  Texpres- 
sion  de  la  fonction  U„,  je  rappellerai  d'abord  quelques  résultats 
importants  dus  à  Lagrange  (  '  ). 

A  toute  é(|uation  dilVéreuticlle  linéaire  du  m'*"™*"  ordre 

^^  dx"'  dx"^--^  dx  -^ 


(')  Solution  de  différents  problèmes  de  Calcul  intégral   {Œuvres  de  La- 

i: ranime,  t.  I,  p.  \-;}). 
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se  rattache  une  autre  équation  du  même  ordre 


3o5 


(«) 


-T — (A m)  —  -i 7(BM)-h..  . 


±1  -j-{Ku)if.Lu  =o: 


c^est  l'équation  adjointe  de  la  première,  et,  quand  on  en  a  Tinté- 
gprale  complète,  on  peut  intégrer  l'équation  proposée. 

En  désignant  en  effet  pari/|,  1/2 >  •  •  •)  ^m  m  intégrales  distinctes 
de  Téquation  (8),  on  sait  que  l'intégrale  générale  de  Téquation  (7) 
est  donnée  par  la  formule 


—   A /«—!/»     J   A 


=  A"» 


rfjT 


? 


d'n-'^Ux 
dx'"  -» 

d'n-^Ui 

dx'»^-^ 


dui 
;/i 

CtT 


dui 
dx 


Ut 


A 


d"^-^u 


m 


du 


m 


(!x'n-i 


dx 


u 


m 


OÙ  a,  ^,  . . .,  X  désignent  des  constantes  arbitraires. 

9.   Relativement  à  l'équation  (6),  l'équation  adjointe  de  La- 
g^range  est 


—5 (J^w) 1 riax—  nm)  u  -h  -, lïbx  —  /i(m  —  i)a|î*-h. 

efjr'"  dx'^  -*  ^  dx^-^  ^  ^  '    ^ 

équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


.=  o, 


( 


d"*u 
dx"^ 


d'»-Ut       ,  d"*-^u 
a  -7 7  -+-  b    , — . .  ,-zîi  lu 


) 


d"*~^u       ,  d"*   '^u 


[■ 


dx"*~^ 


dx'»-^ 


~k~  .  .  .  -4—  a" 


u     =  O, 


et  la  méthode  de  Laplace  en  donne  immédiatement  m  intégrales 
distinctes,  à  savoir  : 


•  ♦ 


//,=  r      e-"F'*it)dty         Ui=  j        e-i^V{f)df, 


Dans  ces  intégrales,  le  signe  de  la  limite  supérieure  doit  être 
choisi  de  telle  sorte  que  pour  cette  limite  e"'-^  s'évanouisse. 
L.  20 
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Si  maintenaal  Ton  remarque  que,  pour  Fëquation  (6),  on  a 


A  =  a?        et        B  =  ax  —  /im, 


et,  par  suite, 


.-/!-_ 


—  sp^f^  g — ^^ 


on  voit  que  Tintégrale  générale  de  Tëqualion  (6)  est  donnée  par 
la  formule 


y  ^  X"*" +•''«— I  g-ax 


s 


10.  Il  faut  encore  déterminer  les  constantes  arbitraires  a, 
^,  . . .,  X  de  telle  façon  que  Texpression  précédente  donne  la  va- 
leur de  la  fonction  U/i.  Or,  une  propriété  caractéristique  de  cette 
fonction  consiste  en  ce  que  son  développement  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  commence  par  un  terme  de  Tordre  de 
-^•mff+m-i  j  il  suffît  donc  de  déterminer  les  constantes  de  telle  sorte 
que  le  développement  du  déterminant,  contenu  dans  la  formule 
précédente,  ne  renferme  pas  de  puissances  négatives  de  x. 

C'est  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  fait 

a=p=...=  X  =  i; 

par  une  transformation  facile,  on  peut  mettre  alors  le  déterminant 
sous  la  forme  suivante  : 


A  = 


s: 
s: 


^-/xF«( /)/"«- 


'm 


e-'tJC^n(t)im- 


g-/xF«{ /)/'«- 


^dt     ...      j 


e-'*  F»  (<)<// 


h 


I 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DUNE   PONCTION.  807 

et,  comme  chacune  des  intégrales  qui  constituent  les  éléments  de 
ce  déterminant  a  un  développement  de  la  forme  a -4-  ^x-h^x^, 
il  est  clair  que  le  développement  du  déterminant  lui-même  ne 
renferme  aucune  puissance  négative  de  x. 


On  a  donc 


U«  —  j-m«4-w-l  e-ax  \  j 


si  l'on  pose,  pour  abréger, 


OÙ  0|,A  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  dont  le  dénominateur 
est  une  puissance  entière  de  x,  il  vient 


U»  =  fl?'»»»-»-"»-i  e-**^ 


I     <?--i'e 


l,m-î 


I    ^--'•'ei,,„_i 


I     e-^m^S 


m^m—i 


e"-«'6,„,o 


OU  encore,  en  faisant  passer  e~^^  dans  le  déterminant  et  en  re 
marquant  que 


gZiX 

e 

l,W— « 

•     • 

©1,0 

e^i^ 

e. 

!,wi-î 

•     • 

©2,0 

U»  =  ir'«'»-*-'«-i 

, , , 
•  •  • 

• 
• 

e 

1    •    • 

>    *    • 

•    •    • 

•  ■     • 

•  •     t 

©m,0 

\j  fi  ——  »*' 

/«,/«— î 

duit 

^Î,W- 

-5 

^î,m-3 

•     ■    • 

©2,0 

^3,m- 

-î 

^3,//i-3 

•     •    • 

©3,0 

M|  =  a:'«'»+"«-» 

• 

•  •     ■ 

•  •    • 

•     •     • 
•     •     • 

^m,m 

_•> 

^/;i,wi— 3 

•    •    • 

©W,0 

et  des  formules  analogues  donneraient  les  valeurs  des  coefficients 
Ma,  M3,  . . . ,  M/„.  Il  serait  facile  d'exprimer  A  au  moyen  d'une  inté- 
g^rale  multiple,  mais  je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet  (*). 


(«)   Voir,  sur  cette  question,  une  Lettre  de  M.  Hermite  à  M.  Borchardtj 
insérée  dans  le  tome  LXWI  de  ce  Journal. 
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IV. 

DÉVELOPPEMENT  DE  C^'  SUIVANT  LES   PUISSANCES  DE  ^(Z  —  l). 

H.  Soit 

(9)  e-rx=s(V„-.-^U«)'/:      'J   ; 

I .  '2 . . .  n 

en  prenant  la  dérivée  de  celte  équation  par  rapport  à  x,  on  a  la 
relation 

z^(z I^"  Z'^i Z  —  I  i" 

1  .  2.  .  .  /l  I  .2.  .  .  /l 

OU  bien,  comme  Ton  a  identiquement 

z(Vi-i-5u;)— ^ ^  =  £(n-hi)u„ î^ — -— 1 — - 

^  i.a.../i  ^  1.2. . .  n(/i -+- 1) 

1 . 9. . . .  n 
d'où 

En  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (7)   par   rapport   à  5,   il 
vient 

ou  bien,  comme  l'on  a  identiquement 

( V„ -f- iîU„)( 25  —  I)  =  aU„2(.5  —  I) -f- ( U„ -h  2 V„)  z  —  V„, 

On  en  déduit 

(  x\n=  {in  -hi)U«  — V„4-i, 
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d'où,  en  ëliminaDt  V;,  et  V/i^.i, 

(12)  U„+|-4-2(an-t-i)U«-i  =0. 

Il  suit,  du  reste,  des  considérations  générales  développées  pré- 
cédemment que  Un  satisfait  à  Inéquation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre 

d^y  dv 

12.  De  Téquation  (9)  résulte  immédiatement  que  Ton  a 

Vo  =  I         et        Uo  =  e^  —  I  ; 

des  formules  (11)  on  tire  U|  =  e*  ( j:  —  2)  +  a;  -h  2  et  la  formule 
(12)  permet  de  calculer  de  proche  en  proche  les  valeurs  des  di- 
verses fonctions  U/i, 

Uf  =  e'{x^  —  6a:-f-i2)  —  (ar'-h  6a?-+-  12), 

U3  =  e'{x^  —  \ix^  H-6oa7  —  i2o)-ha7*-h  12^7' -f- 60 a? -h  120, 

En  général,  si  Ton  pose 

F(ar)  =  a7«  —  n{n  -4-1)37»-»  -+-  ^       ~''  (  n -t- i  )  (  n -4- 2  )  ar"-»  — .. . 

zh(/n-i)(n-f-2)...(2n  —  1)2/1 
et 

*(.r)  =  F(— a?), 
on  a 


U„  =  e'F(x)  — *(a:)H /     e'^^--^  z"(\  — zY  dz   H, 

1.2.../1J- 


puis,  en  vertu  des  formules  (10), 

Vo  =  i,         Vj  =  e*-  (x-f-i),        V,  =  e'(2j:  — 6)-4-r«-t-4a?-4-6, 

et,  en  général, 

V«  =  e^  F'(  j-)  -I-  «l>(T)  —  «l>'(^). 


(')  Sur  les  fonctions  U^  vo/r  le  Mémoire  de  M.  Hermite,  Sur  la  fonction  ex- 
ponentielUf  p.  4- 
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V. 

DÉVELOPPEMENT   UE  f{t-k-XZ)  SUIVANT  LES  PUISSANCES  DE    ^(^  — l). 

13.  L'équation  (9)  peut  s'écrire  de  la  façon  suivante 


J.0 


-hX^z-^X^ h...-+-X«  =  >  (Vn-f-^U«)  — ^ 

v.x  i  ,1. , ,  n      A^  1.2  —  n 


si  l'on  ordonne,  suivant  les  puissances  croissantes  de  a:,  les  coeffi- 
cients V«  et  U„  qui  entrent  dans  le  second  membre,  cette  équation 
sera  satisfaite  identiquement  et,  par  conséquent,  subsistera  si  Ton 
remplace  x'  par  j:/,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  attribuée  à 
cette  quantité. 

Posons,  en  dénotant  les  dérivées  à  la  manière  de  Lagrange, 
Xi==:r'/^'^(^),  :r  et  /  désignant  deux  variables  arbitraires;  l'ex- 
pression symbolique  e^^  aura  pour  valeur /(f  +  xz)\  nous  aurons 
donc  le  développement  suivant 


9 


OÙ  Va  et  //„  désignent  ce  que  deviennent  respectivement  V»  et  Un 
quand,  après  avoir  développé  ces  expressions  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x,  on  y  remplace  x^  par  x^f^^^{t)> 

Par  cette  substitution,  e^  se  transforme  en  /{t-{-x)j  xe^  en 
xf'{l  +  x)  et,  généralement,  x'e^ en  x^f^^^ {t-^  x)\  on  obtiendra 
donc  facilement  les  valeurs  de  Un  et  de  ^„,  et,  en  particulier,  on 
aura 

Un  =  {—  \Y  in{in  —  I ) . . . ( /i  -f-  2) ( /i  -+- 1 ) 

X  i  \j{t-\-x)  —  nx ^  H x«  -î^-— —  — . . .  I 

(   L  2  "  »  .  2i  '2/1(2/1  —  1)  J 

L  2  /^  1.2         2/1(2/1  —  I  )  J  \ 

1  i.  On  déduit  de  là 

f(t-^x)^/{t) 

f(t-^x)  -¥-/'(  n       /i(n  — i)j-2  f'(t-^x)  —  f{t) 


=  X 


(  •  ^  )      {  2  1.2  2/1(2/1  I  ) 

/^(/t  —  l)(/t  —  2)j-3      f\l-^X)-\-f"(t)      _ 

I  . v> . 3  in{'xn  —  I ; ( 2 /i  —  2  j 


R 


SUR   LK   DÉVELOPPEMENT   D'UNE   FONCTION.  3il 

OÙ,     si    Ton    adople    la    notation    de    Gauss,    et    si  Ton    pose 


n(/i)=  I.  2. .  .Al, 


(-i)«n(n) 


Comme  je  Tai  fait  remarquer  plus  haut  (n®  2),  le  développe- 
ment de  Upy  suivant  les  puissances  croissantes  dex,  commence  par 
un  terme  de   l'ordre  œ^"'^*  ;   R  est  donc   également  de  Tordre 

2/1-4-  !• 

15.  On  aura  donc,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  2/1  +  19 

^^/(i-^x)^/'(t)  _  n(n-i)x*  /'(i-hx)-f{e) 
(i4)   \  2  1.2  2/1(2/1  —  i; 

/i(/i  — i)(/i  — 2)ar»  /'^(t-hx)-^f^(t) 

1.2.3  2/1(2/1 — l)(2/l — 2) 

Si  dans  la  relation  précédente  on  pose 

/('H-^)-/(0=J     F(Orf^ 

il  viendra 

,t-i-x 


9  •    •    m 


F(t)dt 


/,5V   ^       __^F(f-t-x)-hF(/)       /t(/t  — i)x«  F^r-t-x)  — F(0 
'       ~  a  1.2  2/1(2/1  —  i) 

/i(/i  =  i)(/i  — 2)     F'(/-h37)-t-F^(0 

1.2.3  2/t(2/i — »)(2/l  —  2) 

16.  Comme  application  de  la  formule  (14)7  posons 
/{x)  =  arc  tangr,  /  =  o        et        x  =  1  ; 

on  a,  diaprés  une  formule  bien  connue, 

/t«  (  j:)  =  '- f — -\^.        sin  (  i  arc  lang  -  ), 

par  suite, 

u  (o)  =  (—  i)«-i n(*  —  i) sin  ~ 


/"'<!) 
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(- D'-ynU-})  . 


i 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i4))  oa  obtiendra  la  for- 
mule approximative  suivante, 

i  <"-'l(n-^)(n-3)       U 

\  (an-iMï"-')(«n-3)    4  ' 

OÙ  j'ai  posé,  pour  abréger, 


on  trouve  aisément 
L,  =  3.        L,  = 


('7)   ■ 


2  2/.-I       4  an-i 

7      fn-3)(/i-4)  I       f"-3)(n-JKn-5) 

8o(an-i)(in-3)      96  (an -i)(-2n  -  3)(2n  -  5) 


En  faisant  successivement,  dans  cette  formule,  n  égal  à  1 ,  2,  3, 
4,  5  et  6,  on  obtiendra  pour  le  nombre  it  les  valeurs  approxima- 
tives suivantes  ('), 

j:  =  3,         j:  =  3  +  i  =  3,i66..., 

jr  =  3-H^  =  3,141,.., 

=  3,i4ifi..., 

B=3  +  ~^-i-~  +  ^^  Io.6~6.n  'la.M  "'^■'^'^^   ••■ 

(  ']  Il  est  à  remarquer  que  pour  une  valeur  entière  de  n  on  doit  arrêter  laTor' 
mule  (i^)  au  terme  en  L,;  na  doit  avoir  égard  ï  celte  remarque  dam  l'applica- 
tino  de  la  formule  {•■;). 
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VI. 

DÉVELOPPEMENT  DE  log(l  +  ^â7)  SUIVANT  LES  PUISSANCES  CROISSANTES 

DE   Z(z  —  l). 

17.  On  a  identiquemeot 

i-\-x  —  x*s(z  —  i)  ={i-^zx)(i  -f-  a?  —  -sa?); 


on  en  d 

édint 

—  xz(z  —  l) 

l -h  ZX         l-{-X  —  x^z{z — l) 

1 
=  -  -t- 

X 

1  -hx 

z 

X 

i-^x  —  x^z{z  —  l) 

z              1 

1 

=   _  H- 
X 

I  -hX          X 

x*z(z—  l) 
I  -H  X 

l       " 

S^  /    z            1  \      x^» 

On   en  déduit,  en  intégrant  par  rapport  à  x  entre  les  limites 
zéro  et  x, 

\og(i-^zx)  ==    I        -  -f-V  (  — ^^ )  7-^ 5«(3  — i)«L^; 


si  donc  on  pose 
on  a 

X-"  dx 


2z"(z  — 


r        xi»dx 

Un  =  ll(/l)    /         r i  • 


La  formule  (i3)  donne  alors  en  posant,  pour  abréger, 


^ 


=  X , 


lopd  -hx)=  -  (x'-hx)-^-  --  (jr'2— ^2) 

•2  a    Jifl  —  \ 


I  -h  X 

I      /l  —  I 
4 


(>  (f.n  —  I ) (•? n  —  2) 
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OÙ 


18.  En  posant  dans  celte  formule  a:=  i,  il  vient  pour  déter- 
miner logn2,  la  formule  approximative  suivante, 

,              3         3     n  —  i  3     n  — 2  i5     (n  — 2)(/i  — 3) 

loga=  7  — -ê  TZ :  ^- 


4        i6a/i  — I        3a  2A  — I        i6»  (2/1  — i)(2n  —  3) 

dans  rapplication  de  cette  formule  on  doit,  pour  une  valeur  en 
tière  donnée  de  n,  s'arrêter  au  premier  terme  qui  s'annule. 
En  y  faisant  successivement  n  égal  à  i,  2  et  3,  on  trouve 

log2  =  -  =0,75, 

Ioga=  ^  — Yê  =^>^^7^» 

La  valeur  exacte  de  ce  logarithme  est 

o,693i4> 
Paris,  le  3o  mars  1879. 


SUK 

LE  DÉVELOPPEMENT  DE  (^-^r, 

SUIVANT   LES   PUISSANCES   DE   (5*  — l). 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences ^ 

t.  LXXXVI;    1878. 


Dans  une  Note  que  j'ai  eu  récemment  l'honneur  de  présenter 
à  l'Académie,  j'ai  montré,  par  l'exemple  de  la  fonction  e**,  la 
liaison  remarquable  qui  existe  entre  l'approximation  des  fonctions 
au  moyen  de  fonctions  rationnelles  et  leur  développement  suivant 
les  puissances  d'un  polynôme. 

Le  même  fait  a  lieu  à  l'égard  des  fonctions  (a:  —  -s)'"etlog(j:  —  z), 
quoique  d'une  manière  moins  directe. 

Pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple,  soit  à  développer  (a:  —  z)^ 
suivant  les  puissantes  croissantes  de  (s^ —  i).  Posons 

(:r--5)'«=2:(U„-f-5V„)(5«-i)'; 
on  obtiendra  facilement  les  relations  suivantes  : 

U;=-(an-+-i)V„-(/n-i)V;,^i,  V;  =  -2{n-f-i)U«^,; 

d'où  l'on  conclut  que  \n  satisfait  à  Téquation  linéaire  du  second 
ordre 

d^  Y  dy 

(i)  ('^'""0^— ^(''ï  — '»  — 0^  -t-  //i(m  —  a/i  — 1)^  =  0. 

Désie:nons  maintenant  par  ^Tr-{  'a  n*^"*^  réduite   de  la  fraction 

(  — — -j    ;  je  veux  dire  par  là  que  '^{x)  et  f{x)  sont  des  poly- 
nômes du  degré  n,  tels  que  le  développement  de 


•/■^-'(f^)"'-?(->' 
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suivant  les  puissances  descendantes  de  la  variable,  commence 


i.'^ 


un  terme  de  Tordre  de 


I 


/pl/H-l 


j    satisfai 

Téquation 

(^*— 0^  -hi(X'-'m)'^—n(n-hi)u  =  o; 

d'où  Ton  voit   que  ç  =  {x -h  i)"'/{x)  —  (x  —  i)'^f{x)  satisfÊ 
à  Téquation 

et  -7-^  à  Téquation  (i). 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  ron   désigne  par  Vj—l  la  n^^"^^  réduite  de  l — -— j 

coefficient  de  z{z^ — i)",  dans  le  développement  de  {x  —  z)- 
suivant  les  puissances  croissantes  de{z^  —  i),  est  égal  à  la  /i'* 
dérivée  de  ^expression 

Des  circonstances  toutes  semblables  se  présentent  dans  le  dév 
loppement  de  {x  —  z)^  suivant  les  puissances  d'un  polynôme  d —    ^ 
degré  quelconque.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  à  ce  sujet,  m.     ^ 
bornant  à  considérer,  à  cause  de  sa  simplicité,  le  développemei^  * 
de  log(a: — z)  que  l'on  peut  considérer  comme  correspondant  a"»-' 
cas  où  m  devient  égal  à  zéro. 

F(;;)  étant  un  polynôme  du  degré  m  +  i ,  soit 


,^-iV^ 


W^(x-z)  =  ^{\}„-^...-^Z'"\n)^''{^)^ 


on  en  déduit 


Vix)  —  V{z) 


r  —  z        \"  KX)  —  V{z) 


i:(u; 


s"'Vi)F''(^); 


(')  Voir,  par  exemple,  ma  Note  Sur  l'approximation  des  fonctions  d'une 
variable  au  moyen  de  fractions  rationnelles  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, 1.  V,  p.  85). 
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d'où 


v:=       ' 


En   désignant   par  Sq,  Zt,  . .  ,^  Zn    les    racines    de    Téquation 
F(z)  =  o,  considérons  l'expression 

"  =  "''oe(j^)-.n,io,(j5ii)-....-.n,„.og(j^«)-u, 

où  n,  Hi,  Ha,  . . . ,  !!;„  sont  des  polynômes  entiers  du  degré  n  qui 
rendent  l'expression  Û  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible  en  -,  c'est- 
à-dire  de  l'ordre  de  — rrrr-r- 

M.  Hermite  a  montré  (*)  que  la  (n-H  i)»*^"<'  dérivée  de^Sr^est 
précisément  pj^^pjyr—^;  on  en   conclut  que  V^  et  la  n'^Jjl^érivée 

de  ù  ne  peuvent  différer  que  par  un  terme  conslan^^De  la  règle 
donnée  par  Jacobi,  on  déduit  d'ailleurs  que  V;,^j(rde  l'ordre  de 

mn-i-m-i-n *  P^**  suitc  Ics  développements  de  \J»l  de  -7 —  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x^  comm^pmt  tous  les  deux  par 
un  terme  de  l'ordre  de    ,^,^^^..  et  ce^peux  fonctions  ne  pouvant 


différer  que  par  une  constante,  o'^jé  V,î=  -j--7i' 

Ainsi  : 

Le  coefficient  de  s'» F"  (:;),  'dans  le  développement  de  log(j:  —  z) 
suivant  les  puissances  de  ^jP(^z)  est  égal  à  la  dérivée  n^^"*^  de 
V  expression  J 

t 

>  1  loPi: r  ■+-  *^J/I0g 1  -h.  .  .-+-  Pm  log ; 1*1, 

^ *'0  /        ^X  —  Zq  X Zx 

où  les  polynômes,  dm  degré  n,  P,  P,,  P2,    .-,  Pm  ont  précisé^ 
ment  les  valeurs  pjour  lesquelles   V expression  précédente  est 

de  V ordre  le  plus  ëlevé  en  -  • 

X 


(  »  )  Sur  quelques  éi^uations  différentieUes  linéaires  (  Journal  de  Borchardt, 
t.  LXXIX). 


SUR  LA 

RÉDUCTION  DES  FRACTIONS  CONTINUES 

DE   e^^'\    F  {x)   DÉSIGNANT   UN   POLTNOHB  ENTIER. 


Comptes  rendus  des  séances  de  VAcadémie  des  Sciences, 

t.  LXXXVII;  1878. 


1 .  L'étude  du  développement  en  fractions  continues  d'une  fonc- 
tion d'une  variable  conduit,  dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  à 
la  considération  d'équations  différentielles  linéaires  et  du  second 
ordre  qui  jouent  un  rôle  important  dans  cette  étude.  Elles  ont 
pour  solutions  les  polynômes  qui  forment  les  dénominateurs  des 
réduites. 

Dans  deux  Notes  précédemment  publiées  (*),  j'ai  déterminé  la 
forme  de  ces  équations  ;  pour  résoudre  complètement  le  problème, 
il  restait  à  déterminer  les  coefficients  des  polynômes  qui  entrent 
dans  leur  expression  :  c'est  à  quoi  je  suis  parvenu  par  une  mé- 
thode très  générale  et  qui  s'applique  à  tous  les  cas  nombreux  et 
importants  que  j'ai  examinés  dan-6  les  Notes  que  je  viens  de  rap- 
peler, vv 

Dans  le  Mémoire  que  j'ai  TlionneuT  de  soumettre  aujourd'hui  à 
l'Académie,  je  traite  seulement  le  dt'veloppement  de  la  fonction 
e^^-''^  où  F{x)  désigne  un  polynôme  ^entier  d'un  degré  quel- 
conque m.  \ 

2.  Soit  2^  une  réduite  de  e''"*\ /,i(j-)^et  <p«(jr)  éunl  deux 
polynômes  du  degré  /?  ;  j'ai   montré  i\\J^e  fn\.x)  est  une  solution 


(•)  Sur  rapproximation  des  fondions  d'une  variab/e  au  moyen  des  frac- 
tions rationnelles  {Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  V,  p.  ;€). 

Sur  l'approximation  d'une  classe  de  diverses  transcendantes  gui  com- 
prennent comme  cas  particulier  les  intégrales  hyperiUiptiques  (Comptes 
rendus,  t.  LXXXIV,  p.  643). 


t 

\ 
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d'une  équation  difTérentielle  linéaire  de  la  forme 


^-[T-e^-H-'-«^ 


) 

9 


OÙ  S„{x)  et  Hit(j?)  désignent  des  polynômes  entiers  ayant  res- 
pectivement pour  degré  (m  —  i)  et  2(/w —  i). 

Le  problème  à  résoudre  consiste  à  déterminer  les  coefficients 
des  polynômes  6iî(^)  et  H„(^),  ou  plutôt  à  trouver  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  coefficients  des  divers  polynômes  Sn(x)y 
Ort_i(^),  ...,Hrt(a:),  H,i_i(j:),  ...,  de  façon  à  pouvoir  en  dé- 
terminer la  valeur  par  voie  récurrente. 

A  cet  effet,  en  posant,  pour  abréger, 


Ix       a©«(a7)  2     J 


n        F'ix)        d     ^'n{x)         ^n^x) 

■  ^B^  ■  !■  ■    ■  I  ^m»  ^^m^m  II  »,  -     ■  il»         ^^n^—  • 

X^  '2  dx   iBnix)         xSn(x) 


l      X  iBa-liX)  i-      J 


n-i    ,    V\x)         d     e;.j  (07)  H^^^(^ 


puis 


ar*  tl  dx  •2  0rt_i(a7)       x^n~\{xy 


R-hS  =  G,         R  — S  =  K        et        A  =  e«(a:)e«_,(:r), 


je  remarque  que,  en  désignant  par  ^  une  constante  convenable- 
ment choisie,  l'expression  rationnelle 

A"       5  A» 
4BA-1-2G-4- — - 

est  un  carré  parfait;  de  plus,  Û  étant  la  valeur  de  sa  racine  carrée, 
on  a  identiquement 

t-    rKdx 

/K  df 
-— -  ne  renferme 
/a 

pas  de  partie  transcendante. 

De  là  découlent  les  relations  cherchées  entre  les  coefficients 
des  polynômes  6^,  B„_i ,  . . . ,  H„,  H;,_,,  .... 
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3.   Comme  application  de  la  théorie  générale,  faisons 
Dans  ce  cas,  fn{^)  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

et  le  problème  à  résoudre  consiste  à  déterminer,  en  fonction  de  a 
et  de  /i,  les  coefficients  a„,  P„  et  Q„. 
En  posant,  pour  abréger, 

W      Q/iH a,4  — a  =  B     et    Qn-i  H — «;,_,  — a  =  G, 

l'identité  (i)  donne  les  relations  suivantes  : 

(3)  — =a  —  n[ 1 ) 9 

(4)       B«  H- 2-1 1 (a;,  ■+-«)«  -h  /iM  -^  -r-  -— )  =  o, 

4.  La  solution  du  problème  est  ainsi  ramenée  à  une  question 
d'Algèbre  élémentaire.  Si,  en  effet,  entre  les  équations  (4)  et  (5), 
on  élimine  successivement  B  et  C,  on  obtiendra  deux  équations 
du  quatrième  degré  auxquelles  satisfont  respectivement  ces  quan- 
tités et  qui  sont  de  la  forme 

(6)  <\\(B,  0L„,  a«_,,  n)  =  o 
et 

(7)  'l'iCG,  a„.  a„_i,  n)  =  o. 

Si  maintenant  on  observe  que  B  se  déduit  de  C  par  le  change- 
ment de  n  QTi  [n-\-  i),  de  Téquation  (7)  on  déduira  une  nouvelle 
équation 

(8)  'l>i(B,  a„a.i,  a„,  /?  h- i)  =  o. 

En  écrivant  que  les  équations  (6)  et  (8)  ont  une  solution  com- 
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mune,  on  obtiendra  une  relation  entre  les  trois  quantités  consécu- 
tives a„^4,  oLn  et  a„_4  qui  permettra  de  calculer  par  voie  récurrente 
les  coefficients  a^.  La  valeur  de  la  racine  commune  donnera  B, 
puis  C  par  le  changement  de  n  eu  {n  —  i);  ces  calculs  eiTectués, 
les  formules  (2)  et  (3)  détermineront  P«  et  O,,. 


9.1 


SUR  LA 

RÉDUCTION  EN  FRACTIONS  CONTINUES 

D*UNE   CLASSE   ASSEZ   ÉTENDUE   DE   FONCTIONS. 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences, 

t.  LXXXVII;   1878. 


1.  La  méthode  que  j'ai  employée,  dans  un  Mémoire  présenté 
récemment  à  l'Académie,  pour  le  développement  en  fractions 
continues  de  e''^^*,  s'applique  entièrement  à  un  cas  beaucoup  plus 
général,  à  savoir  quand  la  fonction  à  développer  satisfait  à  une 
équation  différentielle  linéaire  et  du  premier  ordre,  dont  les  coef- 
ficients sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Soit  V  une  fonction  satisfaisant  à  Téquation  différentielle 

(1)  V'=FV-f-4», 

où  F  et  «^désignent  des  fonctions  rationnelles  quelconques  de  x. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  V  soit  développable  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x,  et  soit  ^  une  réduite  de  V, 

Jn 

^n  Gifn  étant  des  polynômes  entiers  du  degré  /i,  choisis  de  telle 
sorte  que  le  développement  de  V  —  ^  commence  par  un   terme 

Jn 

en  x^""* . 

De  Féquation  (i)  on  déduit  immédiatement  la  relation 

où  Sfi  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x,  dont  le   dénomina- 
teur est  connu  et  dont  le  numérateur  est  d'un  degré  déterminé. 
Cela  posé,  formons  Téquation  différentielle 

qui  a  pour  solutions 
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d'après  une  proposition  connue,  on  a 


OU,  en  vertu  de  (2), 

M       dx     ""^         "  ^* 

D'où  il  suit  que  fn  satisfait  à  une  équation  difTércntielIe  du 
second  ordre,  de  la  forme 


(3) 


^-(T-è-'^)^'-"»^,=  - 


H|,  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  dont  le  dénominateur 
est  connu,  le  numérateur  étant  d'un  degré  déterminé. 

2.  Dans  un  assez  grand  nombre  de  cas  (ce  sont  les  plus  simples 
et  par  cela  même  les  plus  intéressants),  les  fonctions  rationnelles 
0/,  et  H«  se  déterminent  immédiatement  et  le  problème  est  com- 
plètement résolu. 

Dans  le  cas  général  où  cette  détermination  est  plus  diffîcile,  on 
peut  employer  la  méthode  suivante  pour  trouver  entre  les  coeffi- 
cients des  fonctions  B„,  Hrt,  0/i_i,  H,|_,,  ...,  des  relations  qui  per- 
mettent de  les  obtenir  par  voie  récurrente. 

Considérons  l'équation 

à  laquelle  satisfait  f,i  et  dont  la  solution   la  plus   générale  est 
donnée  par  la  formule 

où  A  et  B désignent  deux  constantes  arbitraires;  puis  l'équation 

Mo  u"  —  No  w'  —  î*o  =  o, 

à  laquelle  satisfait  /,i_i   et  dont  la  solution  la  plus  générale  est 
donnée  par  la  formule 

Ao/„-,  -h  Uo(^n-ie-^'^^-^-/„/^e-J'*'^')] 
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cela  posé,  formons  Inéquation  difTérentielle  linéaire  et  du  qua- 
trième ordre  à  laquelle  satisfait  la  fonction 

z  =  uy. 

Il  est  facile  de  former  cette  équation,  dont  les  coef&cients  ne 
renfermeront  d'autres  quantités  inconnues  que  les  coefficients 
de  B,i,  H;,,  ^n-\  et  H,i_j  ;  or  cette  équation  admet  évidemment 
comme  solution 

et,  d'après  une  propriété  élémentaire  des  fractions  continues,  on 
sait  que,  à  un  facteur  constant  près, 

L'équation  différentielle  du  quatrième  ordre  en  z  est  donc  identi- 
quement satisfaite  quand  on  j  fait 

et  de  là  découlent  les  relations  cherchées. 

3.  La  méthode  que  je  viens  d'exposer  présenterait,  dans  la  pra- 
tique, des  difficultés  de  calcul  presque  insurmontables,  même  dans 
les  cas  les  plus  simples.  Pour  pouvoir  l'employer  sans  trop  de 
longueurs,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir  des  modifications 
que  j'ai  développées  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  et  relatif  à  la 
réduction  de  ^^^'"^  en  fractions  continues. 


SUR  LA 

RÉDUCTION  EN  FRACTION  CONTINUE 

DE  /^'», 

F  (x)   DàSIGIlANT   UN    POLYNOME   ENTIER. 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  VI;  i8o... 


L'étude  du  développement  en  fraction  conlinue  d'une  fonc- 
lion  d'une  variable  conduit,  dans  un  très  grand  nombre  de  cas, 
à  la  considération  d'équations  diflférentielles  linéaires  et  du  second 
ordre.  Elles  ont  pour  solutions  les  polynômes  qui  forment  les 
dénominateurs  des  diverses  réduites. 

Dans  deux  Notes  précédemment  publiées  (*  ),  j'ai  déterminé  la 
forme  de  ces  équations  ;  pour  résoudre  complètement  le  problème, 
il  reste  à  déterminer  les  coefficients  des  polynômes  qui  entrent 
dans  leur  expression. 

Ce  problème  présente  d'assez  grandes  difficultés  et  j'ai  essayé 
de  le  résoudre  dans  la  Note  qui  suit;  j'y  traite  seulement  le  déve- 
loppement de  la  fonction  e^^''\  où  F{x)  désigne  un  polynôme 
entier  d'un  degré  quelconque,  et  je  fais  l'application  de  la  théorie 
générale  au  cas  où  F(a:)  est  du  second  degré. 

1.  Soit  F {^)  un  polynôme  entier  de  degré  m;  posons 
ffn(^)  ety*/,(j:)  désignant  des  polynômes  du  degré  n. 


(•)  Sur  l'approximation  des  fonctions  d'une  variable  au  moyen  des  frac- 
tions rationnelles  (  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  V,  p.  78.  ) 

Sur  Vapproximation  de  diverses  transcendantes  qui  renferment  comme  cas 
particulier  les  intégrales  hy perelliptiques  {Comptes  rendus  des  séances  de 
r Académie  des  Sciences). 

(')  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  généralement  par  {x?)  une  série  ordonnée 
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On  en  déduit 

F{x)  =  \os^n(x)  -  log/«(ar)  h-  (jr»«-^>), 
puis,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

et 

B„(:r)  désignant  un  polynôme  du  degré  (m —  i),  qui  généralement 
ne  sera  pas  divisible  par  x. 

Si,  dans  cette  relation,  on  considère  fn{^)  et  B«(x)  comme 
connus,  on  a,  pour  déterminer  On  {^)f  ^^ne  équation  linéaire  et 
du  premier  ordre.  En  Tintégrant  d'abord,  en  négligeant  le  second 
membre,  on  aura 

et  z  sera,  comme  on  le  sait,  déterminé  par  la  relation 

^■'^  -'=J /Jï^) 

En  désignant  par  a,  p,  . . .  les  diverses  racines  de  Féquation 
/fi{x)  =.  o,  posons  ridcntilé 

fl(x)  '  Zà{x-7.)^'^Zàx^a 

où  p  est  un  polynôme  du  degré  (w  —  i)  en  x. 
On  en  déduit 


—/'-'"--' -2/tÎ^ -2/^ 


ou  encore,  en  intégrant  par  parlies  le  deuxième  terme  du  second 
membre  de  la  relation  précédente, 


suivant  les  puissances  croissantes  de  jc  et  commençant  par  un  terme  en  xv,  sans 
avoir  épard  aux  valeurs  des  coefficients  de  celle  série. 
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F...r) 


3^7 


OU  encore 


J  ^  x^n       ^J  x  —  % 

,-r...,g-A'F'<«)rf^. 


•2/< 


ar —  a 


Or  la  valeur  de  z  ne  peut,  comme  cela  résulte  de  Téquation  (i), 
renfermer  d'autre  transcendante  que  la  fonction  e*^^^*;  on  a  donc, 
pour  toutes  les  racines  de  réqualion/«(a:)  =  o, 

7— /)F'(a)  =  o. 
Un  calcul  facile  donne 

d^où  il  suit  que  le  polynôme  fn  {x)  satisfait  à  une    équation  li- 
néaire et  du  second  ordre  de  la  forme 

OÙ  Hrt(j:)  désigne  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  2 (m  —  i). 
2.    L'équation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

On  en  conclut  qu'une    seconde  solution  de  cette  équation   est 
donnée  par  la  formule 


7  =/«(>) 


r 


/Î(J^> 


OU,  en  vertu  des  relations  (i)  et  (2), 

3.  C'est  sur  cette  importante  propriété  que  je  m'appuierai  pour 
déterminer  les  coefficients  des  polynômes  ©«(vT)  et  H;,(a:). 
A  cet  effet,  je  remarque  que/«_«.(j:)  satisfait  à  l'équation 

..)     ,._r-^(»-0^e;.jx)_        -|_^,_n„^ 
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dont  une  seconde  solution  est 

Formons  Inéquation  linéaire  et  du  quatrième  ordre  û:^o,  à 
laquelle  satisfait  l'expression 

la  solution  la  plus  générale  de  cette  équation  est,  en  désignant  par 
À,  B,  C  et  D  quatre  constantes  arbitraires, 

A/«(^)/n-,(2r)  -+-  B/„(ar)  ^n-x{x)  e-^^^ 


En  particulier,  elle  est  satisfaite  par  Texpression 

dont  il  est  facile  d'obtenir  la  valeur  en  se  servant  d%ine  des  pro- 
priétés les  plus  élémentaires  des  fractions  continues. 
Ayant  en  effet 


et 


on  en  déduit 


^'"=Mîi-^<^"^*> 


fn-\{x) 


fn-x{x)        Mx)        ^  ^' 


d'où 


M  désignant  une  quantité  constante. 

4.  De  là  résulte  que  l'équation  Q  =  o  est  identiquement  satis- 
faite quand  on  fait 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en   établissant  certaines  relations 
entre  les  coefficients  des  polynômes  inconnus   B;,(ar),    H„(j:), 
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Mais,  pour  obtenir  ces  relations,  il  est  plus  commode  de  trans- 
former d'abord  les  équations  (3)  et  (4).  A  cet  effet,  je  poserai 

F(3r)' 

F(.r) 

En  faisant,  pour  abréger, 
et 

[     ar  2  e„_i(x)  2      J 

ar»  2  c/ar  2  6^-1(3?)        iF6«_i(ir) 

les  équations  (3)  et  (4)  deviennent  respectivement 

(5)  Y''=RY, 

et 

(6)  U'=SY. 

Formons  maintenant  l'équation  linéaire  et  du  quatrième  ordre  à 
laquelle  satisfait  l'expression 

(7)  Z  =  YU; 
ayant  identiquement 

yu  =  a:»'»-»  er^^')  /e„(ar)  e„_,(ar)  Z, 

et  x^'^~^  e"^^^^  étant  une  valeur  de  y^/,  on  voit  que  l'équation  diffé- 
rentielle en  Z  a  pour  solution 


•en(ar)e„_i(ar) 

5.  Faisant,  dans  ce  qui  suit, 


z  = 


»/e„(a:)e„_,(a?) 


33o  ALOhBHE. 

on  obliendra  facilemenl  une  relation  linéaire  entre  Z  et  ses  trois 
premières  dérivées. 

De  Téqualion  (7)  on  déduit  en  effet 


(8) 


Z'=  YU'-hUY', 


puis,  en  verlu  des  équations  (5)  et  (6), 


(9) 


7/-(R-+-S)Z  =  2Y'lI', 


puis,  en  dérivant  une  troisième  fois, 


(10) 
et  enfin 


Z-— (R-+-S)Z'-(R'-f-S')Z  =  -2RYU'-h2SUY', 


(  Z'*— '2(R-+-S)Z'-'ji(R'-hS')Z' 

(1»)       \ 

\  +[(R_S)»— R''- 


S'^]Z=2R'YU'-+-2SUY'. 


Si  maintenant,  entre  les  équations  (8),  (10)  et  (11),  nous 
éliminons  les  quantités  YU'  et  UY',  nous  obtiendrons  la  relation 
cherchée 


r  I         I 

z»"— (R-+-S)Z'-(R'4-S')Z  iH  aS 

Z'*-  2(R  -f-  S)Z'— 2(R'+  S')Z'-+-[(R  -  S)»—  R'-  S'JZ        2R'         aS' 


=  0, 


ou  encore,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

R-t-S  =  G         et         R  — S  =  K, 

(,2)     Z''~.^'z'''~2GZ''+^2G-|^-3G')z'-+-^Kî-h^  — G''^Z  =  o. 

6.  La   relation  précédente  peut,    comme  il  est  facile  de  le  vé- 
rifier, se  meltre  sous  la  forme  suivante  : 


(i3) 


dx 


[gZs-  ZZ'h-  i  Z'A  =  KZ  TkZ  dx. 


Je  remarquerai  d'abord  que,  le  premier  membre  de  celte  iden- 
tité étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  l'intégrale  fKTjdx  ne 
doit  renfermer  aucune  partie  transcendante,  et  de  là  découlent 
immédiatement  un  certain  nombre  de  relations  entre  les  coeffi- 
cients des  polynômes  0„(^*),   ll„(.r),  ^„_,(x)  et  H„_|  (x).    En 
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second  lieu,  celte  intégrale  ne  doit  renfermer  aucune  quantité 
constante;  en  effet,  le  produit  de  cette  constante  par  KZ  donnerait 
une  quantité  irrationnelle  qui  ne  peut  exister  dans  Texpression 

En  intégrant  la  relation  (i3),  il  vient,  en  désignant  par  ^  une 
constante  convenablement  choisie, 

ap  +  GZ«-  ZZ'-f-  iZ'«=  J (/KZ  dx)^, 
et  encore 


<,4,        '-j^^.^/wt:^!^^,. 

Le  premier  membre  de  cette  identité  étant  une  fonction  ration- 
nelle de  x,  il  en  résulte  que  l'expression  rationnelle 

4P         r       îZ'       Z'« 

z^-^^^-^^zî 

est  un  carré  parfait. 

II. 

7.  Comme  application  des  résultats  obtenus,  je  ferai 

¥(x)  =  ar*-+-  'xax^ 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  fn{x)  satisfait  à  une  équation  diffé- 
rentielle de  la  forme 

on  a 

et  le  problème  à  résoudre  consiste  à  déterminer  les  coefficients 
ot/î,  P«  et  Q,,. 

8.  On  a 

R  =  ( — ! X  —  a] 

\X  1  X  —  %n  I 

/II!  P„  Qrt 

-hVl/lH-  I  H r   -h  - 


ar*        2(37  —  a;,)*         x         x  —  a« 
=  a?'-4- 2a.r  H-a' H- (  i*„ — in  a - 


'Xnl  X  X^ 


(^         n  \        \  3  I 
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et 

S  =  ar»-+-  2a^-l-a»-h     Pn-i—^(n  —  \)a H ^^ — 5 — - 

L  ^'«-i  J  ^  ^ 

/_  n  — I  \         I  3  I 

On  en  déduit,  en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 


on             /             \           n        n  —  I        . 
P„-4-P;,_,  -  2(2/1  — 1)  a—- =  A, 

Q/,H a«— a  =  B, 

Q/i-i  H «/t-i  —  rt  =  C 


et 


P«—  P„_,  -la-  ---^ =  D, 


les  formules  suivantes  : 

r^  •       /  ,      A       în* 

G  =  207* -h  4«ar  -4-  2a»H ! ;- 

X         x^ 

B  C  3 


et 

,,       D       2/1  B  C  3  I  3  I 

K  = 1 r 


X        a?»        ar  —  a„        a;  —  a„_i        4  (^  —  «/»)'        4  (^  —  ««-i 

9.   On  a 

f 
Z  = 


! 


v/(a:  — a„)(ar  — a«_,  ) 
Posons 

(a:— art)(a:  — a„_i)  =  A, =/i, 

a/»aa-i  =  ^         et         a„— art_i  =  a>; 
il  viendra 

J  J    a:/A  J   x^^ts.  J   (a'-a„)v/A 

_  C  C         ^^  -    /*        dx  3    r  <£r 

J  (a:-a«_,)v/A  "^  4  J  (.r-a„)H/Â~4  j  {x-:in-x)-f^ 
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OU,  en  effectuant  les  intégrations, 


qx 


j={x  —  an^i) 7=(x  — «;,) 


I 


/Â  I  V^  I    jr— «n-i  i    X  —  1l„ 


Comme  cette  intégrale  ne  doit  pas  contenir  de  partie  transcen- 
dante, on  a 

(i5)  D=~n(f -^-i-), 

d'où 

(i6)  P,=  p„_,+  aa-i^^li 

el 

(17)  A  =  2Pn— 4/ia  — /i(;^ z^)' 

10.  On  a 


'f 


KZdx  =  aMo?  — 2N  h h  - 


Zj  X        %  X  —  oLfi       'k  X  —  a^-i 

relation  où  j*ai  posé,  pour  abréger, 

\«rt  «/l-l/ 


M 

a 

n 

i 

B 

Oi 

C 

1 

9 

puis 

-4-aG  — 

aZ' 
Z 

4- 

Z'« 
Z« 

Ba/i-i-^-  Ca„ 
> 


^        A'        5  A'» 

2  A       i'** 

3  I  5  I  5  I 


aB  aC  3/1       y 


-+- 


a{x— a«_i)*       4(^—«/»)*       4  (a:— «n-i)*       2cu(j:  — a„)       2(i>(a:— a;,_i  ) 
=  4(i-HP)r«-f-8(a-/>3)a:-f-4(a«-^7P) 

2A        4«*        /    D  '   \        > 

X  37»  \  210/  X  —  an 

+  (iC'h  —) ' h  — — ! — -  -h ^ -' 

\  2u>/x  — «rt-i        4(j:  — a,,)*        4(J?  — a„_,)* 
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L'identilé  (i4)  donne  alors  les  relations  suivantes  : 
(i8)  M»=^i-+-P, 

(19)  MN=/>p-a, 

(20)  N«-h  2/1 M  =  a'-hçrp, 


(21) 
puis 

et 


A -+- 4«N -+- n  (~ —  -!-)  =  o; 


C=  — Ma„_,-^N-     '^ 


a»-i 


Ces  deux  dernières  sont,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  identi- 
quement satisfaites. 

Des  équations  (21)  et  (17)  on  déduit 


(22)  N  =  ,zf^H--J-)-^ 


a>  2/1 

On  a  ensuite 


B.=  (Ma„-N^-^)'; 


d'où,  en  développant  le  carré  et  en  remplaçant  RP,  MN,  N^  et  N 
par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (18),  (19),  (20)  et  (22), 

/   _.             inha„-i                2nC  ,  _, 

^  -^^'77^ ^      ^■*"  Z ^ i^n-^a)^ 

i  /   I  2        \ 

On  a  de  même 

C»  =  ^—  M  a«_,  -+-  N  —  -!1-  y, 

d'où,  en  développant  et  en  remplaçant  M*,  MN,  N^  et  N  par  leurs 
valeurs  tirées  des  relations  (18),  (19),  (20)  et  (22), 

G^H y H (a„_,-+-/ï)« 
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11.  La  solution  complète  du  problème  est  maintenant  ramenée 
à  une  question  d'Algèbre  élém'entaire. 

Si  en  effet,  entre  les  équations  (aS)  et  (24),  on  élimine  suc- 
cessivement C  et  B,  on  obtiendra  deux  équations  du  quatrième 
degré  auxquelles  satisfont  respectivement  ces  deux  quantités,  et 
qui  sont  de  la  forme 

(25)  <ï>(B,  «„,««-!,  n)  =  o 
et 

(26)  *l(C,  OLn,an-un)  =0. 

Si  maintenant  on  observe  que  B  se  déduit  de  C  par  le  chan- 
gement de  n  en  (n  -\-  1),  de  Téquation  (26)  on  déduira  une  nou- 
velle équation 

(^7)  *,(B,  ««+,,««,  n -h  i)  =  o 

Ces  deux  équations  (25)  et  (27),  auxquelles  satisfait  B,  sont 
d'ailleurs  distinctes,  puisqu'elles  ne  renferment  pas  les  mêmes 
lettres;  en  écrivant  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'elles  aient  une  racine  commune,  on  obtiendra  la  relation  qui 
lie  ensemble  trois  quantités  consécutives 

^n-hly      ^n      et      3t/t— 1, 

et  cette  relation  permettra  d'obtenir  ces  diverses  quantités  par 
voie  récurrente. 

La  valeur  de  la  racine  commune  donnera  B,  et  par  conséquent 
Qn;  enfin,  la  valeur  de  C  se  déduisant  de  celle  de  B  par  le  chan- 
gement de  n  en  n  —  i ,  la  formule  (22)  donnera  la  valeur  de  P/,. 
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1.  Soienla,  6,  c,  ...,/,  m  quantités  arbitraires  et  F,  F,,F2,  ..., 
Fm-M  f^^  polynômes  entiers  en  x.  Si  Ton  désigne  respectivement 
par  a,  ^,  y,  ...  X  les  degrés  de  ces  polynômes  et  si  l'on  pose,  pour 
abréger, 

on  voit  que,  dans  l'expression 

V  =  Fe«*-+-  Fi6*'-+-  F,e**'-+-. . .-+-  F,„>,e", 

figurent  les  u  4- m  coefficients  des  polynômes  F,  F<,  .  . .,  F;„_,. 
En  donnant  à  l'un  d'eux  une  valeur  arbitraire,  on  peut  encore 
disposer  des  (ix  4-  /?î  —  i)  autres  coefficients  de  façon  à  annuler, 
dans  le  développement  de  V  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x,  les  coefficients  de 

TwO  ^1  ft  nrlL-^nt — t 

«*j  f  1         '  '  '  1        «i  • 

Les  polynômes  F,  F|,  . . .,  Fm^^  étant  ainsi  déterminés,  le  déve- 
loppement de  V  commencera  par  un  terme  de  l'ordre  de  j:H'+'»~*. 
Dans  une  Note  publiée  dans  le  Journal  de  M.  Borchardt  (*), 
M.  Hermite  a  donné  une  méthode  très  simple  et  très  éléganle  pour 
déterminer  les  valeurs  de  ces  polynômes.  Depuis,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  tous  les  nombres  a,  ^,  y,  . .  . ,  X  sont  égaux  à  un  même 
nombre  /i  (*),  j'ai  rattaché  la  recherche  de  l'expression  V  au  déve- 
loppement de  e^^  suivant  les  puissances  croissantes  du  polynôme 

fi,z)  =  {z-a)(z-b)(,z-c)..,{z-l), 


('  )  Lettre  de  M.  Hermite  à  M.  Borchardt  (Journal  de  M.  Borchardt,  t.  76). 
(')  Sur  le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puissances  croissantes 
d'un  noh'nôme  (  Journal  de  M.  Borchart,  t.  88  ). 
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et;  en  posant 

j'ai  montré  que  V  était  une  solution  de  l'équation  difTérenliclIn  du 
m'*"'  ordre 

m  -; ^  -4-(m — i)p  -j V  -H (/Il — 2)7  j V  -h. . .-»-  5y    =  o. 

Si  Ton  représente,  pour  un  instant,  par 

Hr,    nv,    n3j    ... 

les  dérivées  successives  dc^,  Téqualion  précédente  peut  se  mettre 
sous  la  forme  symbolique  qui  suit  : 

xf(Diy—f'{\^)y=:o. 

2.  Dans  le  cas  plus  général  où  les  nombres  a,  [i,  v,  .  .  .  sont 
dîDerents,  il  est  aussi  facile  de  former  féquation  diflerentielle  à 
laquelle  satisfait  V. 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

celte  équation  diflerentielle  peut  s'écrire  sous  la  forme  symbolique 

(I)  ar/(D)^ -[«/,,(!)) -4- ?/A(n)-h...-t-X/,(D)]j^  =  o, 

el  on  le  démontrerait  aisément  en  suivant  la  voie  indiquée  par 
M.  Hermite  dans  la  Note  que  j'ai  citée  ci-dessus. 

3.  En  particulier,  si  m  =  3,  Téquation  (i)  peut  s'écrire 

arf^" — (a  -t-  b  -Hc)y-h  («6-+-  bc  -\-  ca)y*^  abcy] 

—  j(a -t- 3 -f- Y).r'— [a(6 -t- c) -+- 3(c  H- rt  ) -+- v(a -+- A)]y 

-+-(oLbc  -^  p ca  -+-  ^((tb )y  !  =  o. 

En  supposant,  ce  qu'il  est  toujours  permis  de  faire  sans  nuire  à  la 
généralité  du  problème,  que 

(t  =  o, 

•2Ji 
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Téqualion  précédente  devient 

(7.)     i    ^[^"-(^-^^^^-^^^^'i 

(      —  ja-+-  3  -h  y)^' — [«{^  -h  c)  -h  cp  -H  «yJ^'h-  oibcjri  =  o. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  suit,  de  démontrer  directement  celle 
équation. 

4.  Soient  F,  F|  et  F2  trois  polynômes  en  x  dont  le  degré  soit 
respectivement  marqué  par  les  nombres  a,  ^  et  y;  on  peut  dis- 
poser des  coefficients  de  ces  polynômes  de  telle  surle  que  le  déve- 
loppement de  {^expression 

V  =  Fh-F,c*'h-  F,tf" 

commence  par  un  terme  de  Tordre  de  a:*"*"^"*^"*"^. 

On  a  donc 

F  -+-  F,e^'-i-  F,e<^'=  ( xx-^P-^Y+« ), 

ou,  en  faisant,  pour  abréger,  a  4-  j^  -h  v  =  [x, 


(3) 


F  -4-  F,  e^' -+-  F, e<^'  =  (tI*-»-«  )  (  »  ). 


En  formant  successivement  la  première  et  la  seconde  dérivée  de  la 
relation  (3),  il  vient 


(4) 


F'^.  ef>'(F\  4-  ÔF,)  -+-  e<^^(  b\  -^  cF,)  =  (xl*+») 


et 


(  ;->)     F' -h  e^'(F;  4-  'ibF\  4-  6«F,  )  -+-  eC'r(  f;  -h  7.cF;  -+-  c*F,)  =  (jrî^), 
lin  résolvant  les  étiualions  (3),  (/j)  et  (5),  on  a 


A  = 


F' 
F" 


F, 
F, 

f;--^f, 
F;-f  5i^f; 


^sF, 


^*«F, 


F, 

F} 

f; 

F, 
Fï 


cF, 

2CF} 

cF, 
;tcF; 


c»F, 


c«Fi 


(')  Ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  géacralcment,  indépendam- 
ment de  la  nature  (les  rocfficienls,  par  {xP)  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  en  xf. 


i 
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d'où  il  résulte  que  A  est  divisible  par  xf^,   et,    comme  d'ailleurs 
cette  expression  est  précisément  du  dej^ré  a,  on  a 

M  désignant  une  quantité  constante. 
o.  Je  pose,  pour  abréger, 

puis 


et  enfin 


F,r^'=  u,         F,^'-^=  r, 


Uif' —  i'//'=  <r.         u'v" —  v'  u"  =  (0. 


Comme  on  a  évidemment 


A  = 


F 
F' 


f-ftX 


u 


1*^  U 


Y"       f,-hx  n" 


on  en  déduit 


?  =  /?-</>+<•'«,,         Q=g 


-lA+r)  „,' 


et 


K  =  e-l^+<^'u>. 


Considérons  maintenant  l'équation  dilTérentielle 


y"     r-''»'//'' 


-ex 


r 


=  M.r{^, 


que  Ton  peut  écrire 

(6)  py_Qy+R^  =  .M^{.. 

C^elte  équation  est  satisfaite  quand  ou  y  fait  y  =  F;  la  même  équa- 
tion est  également  satisfaite  quand  on  y  fait  y  =z  u  ou  j' =  i-, 
pourvu  que  l'on  y  remplace  la  constante  M  par  zéro. 

Si  donc  on  élimine,  par  dilTérentiation,  la    constante   M  de 
l'équation  (6),  Téquation  que  l'on  obtient 

Pj-^"-*-(P:r'— Qx— 3/iP)>' 

-h  (  R.r  —  Q't-+-  3/ï  Q )/-!-  (  Wx  _  3/1 R) j^  =  o 

a  pour  solutions 


y  =  ^\      y  =  if       t'i      j=p; 
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c'est,  par  suite,  l'équation  à  laquelle  satisfait  rcxpression  V.  En  v 
remplaçant  l\  Q  et  R  par  leurs  valeurs  données  plus  haut,  elle 
prend  la  forme  suivante  ; 

[   wxy'^ —  [(b  -^  c)T  -^  II]  wy" 
(A)  '  -h  [xw  H- jr(  ^ -f- c)m'' — xw" -k- iLw']y' 

\  -+-[;ra)' — (6  H- c)arto  —  [ito]^  =  o. 

6.  Pour  simplifier  cette  équation,  je  remarque  que  réqualion  (6) 
a  une  solution  entière,  à  savoir  le  polynôme  F.  Il  est  facile  d'ail- 
leurs d'intégrer  cette  équation,  puisque  l'équation  obtenue  en 
retranchant  le  second  membre, 

a  pour  solutions 

y  =  Il        et       y  =  V. 

En  employant  donc  la  méthode  connue  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires,  je  poserai 

y  =  A  u  -f-  Ji  p, 
puis 


A'w-f-B'r  =  o         et         A'«/'-H  B'r'=  ^^ 


On  en  déduit 


A'  =  ^^^  e-f>-  F,  dx,        W  =  -  ^f^  e-c^F,  dx 

y=^\F, ef>^  f-Ç^  e   ''^ F-,  dx  -  M F^ e^^  f  ^'^  e-c^ F,  dx. 
Comme  l'une   des  valeurs  de  y  est  le  polynôme  F,  on  voit  que 


l'intégrale 


rxv- 
.1  V^'~ 


f'^F.dx 


ne  doit  renfermer  d'autre  transcendante  que  la  fonction  e~*-^. 

En  clési;;nant  par  À  une  racine  quelconque  de  l'équation  P  =  o, 
posons 

■^1  =  F  -4-  y  -^  -u  V  _  j: . 

1'=^         ^      jLàx  —  l      Ad{x-\Y' 
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l'intégrale  prcccdenlc  devient 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

Cette  expression  ne  devant  renfermer  d'autre  transcendante  que 
e"**,  on  doitavoir/pour  toutes  les  racines  de  réqualion  P(a)=  o, 
la  relation 


/'  =  ^: 


or  un  calcul  facile  donne 


p       {JL       F;('X)       P^À) 

»—.       ;^^       -^       ,  Il  ■  ■  ■■     ^      «^^        -  -  • 

q         A  l^i(A)  I*  (A) 

On  a  donc,  quelle  que  soit  la  racine  consid<*rée  de  ré(|ualion 

pa)=o, 


JL         V\{\)         l'"(X) 


X        F,(X)       P'(X) 


=  />. 


d'où  l'identité  suivante,  où  G  désigne  un  pol^'uôme  de  degré  •'  : 


(7) 


xF;P'-+-îjiF,P'— :rF5l>^-^j'F,l>'-f-GP  =  (>. 


7.  Pour  déterminer  le  polynôme  G,  je  remarque  qu'en  négli- 
geant les  multiples  de  F2  on  a,  par  la  définition  même  du  poly- 
nôme P, 

Ps^f,f; 

et 

P'=  F,F;H-(c-/y)F,F;. 

La  relation  donne  d'ailleurs 

j'F'jP'-4-GP  =  o, 

d'où,  en  remplaçant  P  et  P'  par  leurs  valeurs  congrues  suivant  le 
module  F2, 

xVy  f;  f;  4-  (c  -  ^):r  F,  f;«  -h  gf,  f;  -  o, 


puis,  en  divisant  F,  F!,, 


0=E(7>  — r).rF;-.rF: 
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cl  enfin 

m  désignant  une  quanlilé  conslanle. 

En  portant  celle  valeur  de  G  dans  Téquation  (^),  elle  devîenl 

(8)    arF,P'-4-(64rF,  — rF;-|xFj)P'  — [wFj-4-(6  — c):rF;~5?F;]P  =  o; 

P  étant  du  degré  (pH- y),  on  trouve  facilement,  en  égalant  à  zéro 
le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  dans  la  relation  précédente, 

^(p-hY)  —  m  —  ^{b  —  c)=z  o,        d'oii         m  =  6S -t- ov. 

8.   En  employant  maintenant  les  relations 

P  =  e-''^<*'iv        (»t        F,  =  e-<^'i', 

j'introduis  les  fonctions  s,v  et  c  dans  Téquation  (8). 
En  e(rectuant  les  calculs,  on  obtient  la  relation 

çxw''—\{b-\-c)vx-\-\LV-^xv'\w'-\-\bcxv-^\k{b'^c)v — nxv-\-xs?'\w  =  o, 
que  Ton  peut  meltre  sous  la  forme  suivante  : 

X 

xw" —  \{b  -H  c)x  -^  [xjcv'-h  [bcx  -\-  \x.{b  -+-c) —  ni\iV-\ —  {v'w  —  r'cv'). 

Je  remarque  maintenant  que,  iv  étant  éjçal  à  ta'' —  k'u\  Texpression 
â  pour  valeur 


v'  w  —  v'  w' 


V 


VU   —  U  V   =  —  to. 


On  a  donc  identiquement 

x(  iv' —  ui)  —  [(b  -+-  r  X  -\-  [i]  (v'-f-  [brx  -h  ii(  b  -h  c)  —  m\  iv  =  o. 

Tirons  0)  de  celle  relation  et  portons  sa  valeur  dans  Téquation  (A); 
<v,  iv' et  ii^'  disparaîtront,  et  Ton  obtiendra  une  équation  de  la 
forme 

xjr"^  —  [(b  -h  c)x  -h  ix]y-r-  \bcx  -^  [xib-h  c)  —  m]y-h  Uy  =  o. 

On  déterminera  H  en  remarquant  que,  l'équation  précédenle  avant 
pour  solution  le  polynôme  entier  F  qui  est  du  dof^ré  a,  H  est  nnr 
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constante,  et  que  le  coefficient  de  x^  dans  le  premier  membre  est 

II  -4-  i.bc\ 
on  a  donc 

H=  — aôc. 

9.  Si  maintenant   on   remplace    respectivement   tji  cl    m    par 
a  +  ^-hYelô^-l-  cy,  l'équation  devient 

xy'^—  [(  />  H-  c)x  -h  a  -+-  p  -h  ^\y 

\hcx  -h  i.{b  -h  c)  -H  cp  H-  b^\y —  :Lhcy  =  o. 


cl  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  que  j'ai  mentionnée  plus  haut 

—  j(a-4-  p  -H  y)/'—  [a(6  -4-  r)-r-  cP  ■^b^\y  -\-  a^c^j  =0. 


»•••< 
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I. 

\  .   Soit,  en  désignant  par  co  une  constante  arbitraire, 

je  me  propose  d'abord  de  développer  z  en  fractions  continues, 
et,  à  cet  eiïel,  je  poserai 

-jf  *(.-,:,-,)  <■>. 

'f/i  cty,i  désignant  deux  polynômes  entiers  en  x  du  degré  /i,  que 
j'écrirai  aussi  (f,i{^)t  fn{^)  cl  cp,,(x,  (o),  /,/(.r,(o)  lorsque  je 
voudrai  mettre  en  évidence  la  variable  x  et  la  constante  o). 

Comme  z  tend  vers  l'unité  quand  x  croît  indéfiniment,  on  voit 
que  les  coefficients  de  x"  sont  égaux  dans  les  deux  polvnomes; 

z  se  changeant  d'ailleurs  en  -  quand  on  change  le  signe  de  jr,  on 

en  conclut  la  relalion 

on  a  aussi  évidemment 


(')  loi,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  généralement  par  (  ~  )  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  decroissan4.es  de  a:  et  conimcnçanl  par  un 


IciTuo  (le  l'tiiNlre  do  — • 

XI' 
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2.  Je  rappellerai  d^ahorcl  les  résultais  obtenus  dans  la  Noie  que 
j'ai  présentée  récemment  à  la  Société  Sur  la  réduction  en  frac- 
tions continues  d'une  fonction  qui  satisfait  à  une  équation 
linéaire  du  premier  ordre  à  coefficients  rationnels. 

Soit  proposé  de  réduire  en  fractions  continues  une  fonction  z 
satisfaisant  à  Téquation  dilTérentielle 

où  U,  V  et  W  désignent   des  polvnomes  entiers  en  jr,  et  soit  ^ 

la  réduite  de  rang  /?. 

Keprésenlons  par  H,,  un  polynôme  entier  du  degré  de 

'■  (;  j  -  «■  a.) 

et  par  An  une  constante. dont  la  valeur  ne  dépend  <|ue  du  nombre 
entier  n  et  est  actuellement  indéterminée;  on  a 

/A  U  H-/„  o,,  V  -  (  -y,,/,,  -  /'«  On  )  \V  =  A„  H„ , 

et  l'on  voit  que  ff  satisfait  à  une  équation  linéaire  du   second 
ordre  de  la  forme 

wy-hVVoy-h\v,j.  =  c>, 

OÎI 

Wo  =  Vh-  W  -  W  ^         <'t         \V,  =  ^  , 

K/i  désignant  un  polynôme  entier  en  x. 

Une  seconde  solution  de  cette  équation  est  donnée  par  la  for- 
mule 


En  posant  de  plus,  pour  abréger, 

A;, 

on  a  les  relations  suivantes  : 


=  P«, 
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La  première  de  ces  relations  détermine  le  degré  et  la  forme  de  û»  ; 
on  déterminera  complètement  ce  polynôme  en  exprimant  que, 
pour  une  valeur  convenable  de  P,,,  l'expression 


û 


u  —  eJ  ^ 
satisfait  à  Téquation  différentielle 

3.  La  fonction  z=  (- — -)    satisfait  à  l'équation  différentielle 

dans  le  cas  actuel,  nous  avons  donc 

\V=a7» — I,         V  =  —  2(1)         el         U  =  o, 

d'où  il  résulte  d'abord  que  0„  est  une  constante  que  nous  ferons 
égale  à  —  i . 

) 

est 

(i)  (t*—  i)y-h  '>{x  ^  ti})y—  n(n  -^i)jr  =  o. 

Nous  déterminerons  P„  et  Q„  par  la  condition  que  u  =  e^-*"*— » 
satisfasse  à  l'équation 

(jr^ —  i)u  -h  -lix  —  io)u' —  I  n(/i  -t-  i)h ^-^—     w  =  o. 

Qft  étant  du  premier  degré  en  x,  u  est  de  la  forme  (x —  i)*(x-|-i)?;   . 
en  substituant  cette  expression  dans  Téquation   précédente,   on 
Irouve  les  équations  de  condition  qui  suivent  : 

(a-hP)(a-f-3-M)  =  /i(n4-0,         a— 3  =  (« 
et 

V„^.  n(n  -^  i)  -  (  2  -^  ':i)  —  io^. 
On  pcul  y  satisfaire  de  deux  façons  différentes. 


En  premier  lieu,  on  peut  poser 

a -h  P  =  n,         d'où         \\=  n^—  M- 


cl 


On  en  déduit 

x^ — i//iH-to       n  —  w\ 
U,i  = ( \ )  =  /i  jT  -h  w  ; 

2         \  iT  — I  J-  -+-1/ 

mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  solution  ne  convient  pas  à  la 
question.  En  effet,  en  posant  /o'=  i  et  faisant  n  =  o,  on  aurait, 
en  vertu  de  la  première  des  formules  (A), 

/,  =  — to, 

ce  qui  est  impossible,  puisque /i  est  nécessairement  du  premier 
degré  en  x. 
Posons  donc 

a-h  ?=  — (n-hi),         d'où         P„=  (/n- i)«— w« 
et 

to  —  n  —  I  ,.        tu  +  /i  -h  I 

2  '^2 

On  en  déduit 

12,,  =:  ti)  — (/i  -h  l):r, 

et  les  formules  (A)  deviennent 

(->)  (a:«— i)/;,  =  [to  — (/n-i):r  ]/;,-+- /„^,, 

En  changeant  w  en  —  to,  on  obtient  encore  les  formules  sui- 
vantes : 

I 

(3/  0„H.,—  (2/1  -f-  l)37©„-f-  (  /l*—  tli»)o«_,  =  o, 

On  a  d'ailleurs 
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Au  moyen  de  ces  formules,  on  trouve  ces  valeurs  des  premiers 
polynômes  : 

fz=  i5j7»—  iSwjr'-H  (6<u*—  9)a?  —  to(<u' —  4)- 

Du  reste,  l'équation  (i)  s'inlt'grant  au  moyen  des  séries  hyper- 
géométriques,  on  obtient  ainsi  aisément  l'expression  suivante  : 

//»  =  (— l)'*(w  -l-i)(io  -+-2)...(a)  -+-  «  ) 

[_^n  n-^\  l\-\-  X  \        nin  -^i)  (n  -hi){n-^  i)  /i-t- x\^^ 
I    tuH-i  \"~  /  "^         TTû        fw^Oi. w  -f-  -2)  V     ^      / 


'^'^     ("w^  I  )  (  (O  -4-  -2  )  .  .  .(  tO  -^  A4  )    \        .X        /J 


Des  formules  (4)  et  (5)  on  déduil,   en  y  faisant  x=  i   et  en 
remarquant  que  '^«(to)  =//,( —  co), 

ce  qui  concorde  bien  avec  la  valeur  trouvée  pour  V,,. 

4.   Si  Ton  désigne,  en  général,  par  S;,  la  somme  des /:>**"'*^*  puis- 
sances des  racines  de  l'équation /,,=  o,  on  a 

Si  =  83=  Sj  — . . .  =  Ss,i_i  —  u>  (*); 

cette  propriété  est  caractéristique  du  polynôme  y,;. 

Je  ferai  encore  les  remarques  suivantes.  Posons,  en  ordonnant 
/fi  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  co, 

/„  —    \\  H-  (0  f>,  -4-  (oî  Pj  -h  .  .  .  -f-  W"  P„. 

De  l'équation 

\^^=^/      ~   Po-T-toP,-h(uîI\-4-...   "^  Vx»'»"^»/ 

on  déduit,  en  développant  les  deux  membres  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  to  et  égalant  les  coefficients  de  la  première 
puissance, 


(M    Voir,   à  ce  sujet,   ma   Note   Sur  un  prablème  d'Jlf^èbre  i  liuUetin^  l.  \  . 

p.  3o). 


)    •  .'i^iy 

P 

d'oïl  il  résulte  que  ~  est  la  /i*'"'"*'  réduite  de  la  fonction 

»  0 

En  désignant,  en  eflel,  suivant  Tusage  ordinaire,  par  X«  le  poly- 
nôme de  Legendre  et  par  n(/i)  le  produit  i  .2. .  ./i,  on  a 

Po=n(n)X«. 

Désignons,  dans/,,,  par  H  (or,  a»)  Tcnsemble  des  termes  homo- 
gènes et  du  degré  n  par  rapport  aux  deux  quantités  ^  et  w;  on 
verra    aussi   facilement  que  H(i,w)  est   le    dénominateur  de  la 

,iun,c  réduite  de  e*. 

II. 
o.  La  réduction  en  fractions  continues  de  la  fonction  ( | 

est  liée  intimement  avec  le  développement  de  la  fonction  (x-\-z)*^ 
suivant  les  puissances  croissantes  de(;;^ —  i). 
Soit,  en  elTet, 

(7)  (,  +  ,)u,=  2(v«-^u„)ii;j=;iJ^. 

Pour  obtenir  ce  développement  d'après  la  méthode  donnée  par 
Jacobi  (*),  nous  poserons 

(z  -^  jr)<^=  bi^x^-T-  bxx^-^z  -h. .  .-r-  biX^-' z^ -h. . . 

et 

1^ _     A|  _\j^ 

Si,  dans  le  produit  des  deux  séries,  nous  prenons  l'ensemble  des 
termes  — *  -+- ^   qui  sont  du  premier  et    du  second  degré  en  -, 

/S  z^  z 

nous  voyons  aisément  que  B^  est  de  Tordre  x^~^"~^  et  B2  de 
l'ordre  de  z^"'^^.  Or  V„4-  sU/j  est  la  partie  entière  de 


(*)  Entwickelung  nach  dcn  Potenzcn  cines  gnnzen  Polynoms  {Journal  de 
Borchardt,  t.  53,  p.  10')). 
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on  a  donc 

cl,  par  suite,  U,,  est  de  Tordre  de  j-w-2/1-1^ 

G.  Ce  point  essentiel  étant  établi,  en  dérivant  successivement 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  z  l'identité  (6),  j'obtiens  les  re- 
lations 


<• 


d'où  les  identités 
On  a  de  même 

d'où 

et 

toU«=V;-4-:rU'„. 

On  en  déduit  aisément  les  solutions  suivantes  : 

{x'^—  1)  UJi-f-  •j.t{h  -i-i  —  w)U^  —  ai('2/t  -h  i  —  to)U«  =  o, 

{x^—  i)U,n-iH-  1(7. /i  -+-  i;r*^  .>.(.>  —  f\n  —  i]U„ 

—  (  •}.  n  —  (0  )  (  •?.  n  -  -  (O  —  I  )  U«-i  =  o. 
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7.  Un  calcul  direct  donne 

Uo  =  (x-h  l)w  —  ( jr  —  i)w, 
Ui  =  (x-h  i)«^-*(u)  —  I  — ar)  —  {x  —  1)^-^(1  — lù  —  X), 

et  la  dernière  des  formules  précédentes  permet  de  calculer  faci- 
lement de  proche  en  proche  les  diverses  valeurs  de  U«. 
On  voit  que  U/<  est  de  la  forme 

où  F"  et<^/,  désignent  des  polynômes  entiers  en  x  du  degré  /i,  et, 
diaprés  la  remarque  que  j'ai  faite  ci-dessus,  on  a 

/   x^   \ 
d'où 

ce  qui  montre  que  ^  estlan"'"®  réduite  de  (—3-)       •  Par  suite, 

F^  et  ^n  ne  diflerent  que  par  un  nombre  constant  de  /"«(co  —  n) 
et  de  o„((ù  —  n);  si  d'ailleurs  on  désigne,  pour  un  instant,  par  M,, 
le  coefficient  de  x^'  dans  F^,  on  déduit  des  formules  précédentes 

Mn+i=  —  {-1  n  -h  l)Mn 

et 

M/,  =  ( —  i)/i.  f  .3.0  —  (2/i  — i), 

d'où  Ton  voit  que 

Vu  =  (—  i)V/»(^  —  '0»        */*  =  (—  i)««>/i(co  —  n) 
et 

U„  =  (—!)«[( ar -M )«-«/„(  co  —  n)  —  (j:  —  i)w-«o«(to  —  n)]. 

Transformons  les  relations  (B)  en  posant 

puis  changeons  ensuite  w  en  w  -4-  /?. 

On  trouvera  tout  d'abord,  comme  nous  y  sommes  arrivé  par 
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une  voie  (lifTércnlc,  que/*,,  satisfait  à  réqiialion  du  second  ordre(i), 
puis  les  relations  suivantes  : 

/„H.,((ii  — i)=  [(/i-hi)ar-f-/i-hi  — w]/«(u>)H-a:(ar-+-i)/;j(a)), 
(j-  — i)/«-».,(tt)  — i)-h[(2/i-f-i)j:*-i-2aj  — 2/1  —  i]/«(w) 

-+-  (2/1  — w)(2/i  — w  — i)(arH-i)/«_i(u>-4-  I), 

d'où,  en  éliminant/,, (w)  au  moyen  de  la  formule (2), 

(8)  (ar—  i)/„+,(w  — i)  =  ((o  — /i  — i)/„(u>)-+-ar/«4-i(w). 

8.  De  la  formule  (7)  on  déduit 

V^  2>5U„(^*—  l)'» 

^      ^         '      âU    •i"-*-»n(/i) 

d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  1  et  z^ 

^  (.^  _  ,)a>^i -I- (co -^ ,)  y  Mfirzi):!!! . 

Posons  ^  =  I  -h  ^^;  il  viendra 

=  (x -h  i)^-^^ -+■  (x  —  i)^-^^ 
-^  (^  -»-  0  ^  ^n^iûin  H-  I)  ^^"^  "^  0^-V//(^'^  -  /i)  -  (.r  ^  i)co-/.  çp^(a,  -  ;t)p^i. 

Cette  équation  se  décompose  évidemment  en  deux  autres,  dont 
Tune  est 


l   (3,^_/,_+.,)«^»-(.r-,)u)^i 


(9)  \  .        ^\?      (—ly 


^^'^-^'^IIï^iitVtT)^^^')"""-^''^^-''^'^^^^ 


Changeons,  dans  cette  formule,  /  en  -  et  x  en  -— ;  il  viendra 


•''  )/j: 


V^        (-1)"        ('1-+-/^)***""^/   I  \ 
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d'où,  en  vertu  de  la  formule  de  Tavlor, 
et,  en  changeant  w  en  w  -f-  /?, 


/i-t-i 


\>Jx)        (to -H  /l -t- l)  (^1  H- V-rj     "-^ 

en  particulier,  pour  les  polynômes  de  Legendre,  on  a  la  formule 


fi-4-1 


III. 

9.   En  désignant,  pour  un  instant,  par  Y,^  la  série  hypergéomé- 
trique 

j'-i-iX        n{n  —  i)(/iH-i)(/i-+--2) 


n  n  -^\  I 
I   ttj  -h  I  \ 


X       ]     ^  I  .  -2  (  (U  -+-  I  )  (  10  -t-  -P.  )  *  *  *  ' 

on  a 

en  se  servant  de  l'expression  remarquable  donnée  par  Jacobi  pour 
les  polynômes  qui  proviennent  de  la  série  hypergéométrique  (*), 
on  en  déduit 


10.   La  fonction 


O) 


>— -l\w 


satisfaisant  à  Téquation  diffcrentielle 

(3^* —  \)y'' -^  'y\x  ~{M)y' —  n{n  -4-  1)^  =  o. 


(  «  )  Jacobi,  Untersuchungen  Uber  die  Dijfereniialgleichung  der  hypcrgeo- 
tnetrisctien  ReUie  {Journai  de  liorchardt,  l.  50,  p.  l'io). 


on  en  déduit  aisément  que  la  fonction 

(»-n)-/.-(»-i)»?. 
satisfait  à  l'équation 

(!■•-- |)«--J(» -.)!«■+  !..(»- 1) -/.(/■ +  1)1  0  =  0. 

En  la  dilTérentiant  />  fois  de  suite,  on  obtient  la  relation  suivante  : 

K" -/>  - 1)'""»" 


(»>-.)i.ii~«- 


i)(" 


-f)-"("+')l«  = 


Comme  elle  ne  dilTère  de  l'équation  précédente  que  par  le  chan- 
gement de  w  en  (<u — p),  on  en  conclut  que  la />''""  dérivée  de 
(x  +  i)'"fn  ne  diffère  que  par  un  Tacteur  constant  de  In  fonclion 
(x-f-  i)"~'/n(""— /*)■  Ce  facteur  se  détermine  facilement,  et  l'on 
obtient  l'identité  suivante  : 


î> 


df 


{T-A-irM^'<^)  = 


n(»i 


y-PM:r,t^ 


En  particulier,  si  l'on  fait  (u  ^p,  il  vient  ; 

Si,  dans  cette  formule,  on  tailp^n,  comme 

on  retrouve  la  formule  connue,  due  à  O.  Rodrlgues. 


-P)- 


""  a"ll(n)  dx"'  '  * 

11.    La  formule  (i3)    montre  que,  p  étant  uu  nombre  entier  ; 
positif,  {x  +  i)P fn{x ,  p)  peut  s'obtenir  en   intégrant  plusieurs 

fois  de  suite  le  polynôme  X„.  i 

CoDsidérons,  d'une  façon  plus  générale,  l'expression  j 

bre  quelconque  oositîf. 
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\x  -  1/ 

En  Inlégranl  par  parties,  on  a 

(.r  -J-  i)w 


35  ï 


I  = 


ti> 


M  H-  I 
(  (O  -4-  I  )  (  O)  -+-  •>.  ) 


(^-^I)^ 


■■] 


Cl,  en  partant  de  Texpression 

n{n  —  I )  (  /î  -M ) ( /i  -h  7.  )  / X  -H  r 


I  .•>. 


ï  ,'À 


on  trouve  aisément 


i-n--] 


\'{—  \)rrz    —V !  (  ,«  -4-   ,  )  (  ,t  -^  7.  )  ^ _-  , 


•X 


•r- 


on  en  déduit 


I  = 


r- i)"(.r 


(O 


nw  r 


n  n  -^  i   /  .r  -!-  I  > 
I    (0-^1  \      9.     / 

n( n  —  I  )  ( /i  -4-  I  )  (  /i  -f-  •>. ) 


-f-  •>.  )  /  vT  -^  I 


I  .  'A  (  (0  -h  I  )  (  (0  -f-  2  ) 


'2 


-•] 


011  la  quantité  entre  crochets  est,  ù  un  facteur  numérique  prés,  le 
polynôme  /„,  d'où  Tidenlilé  suivafite  : 

<i4)  /„(.r,o>)=  "/'"^^"'(■r-^l)-'-  /     (.r-  ;;)'-i\,.(i)rf;. 

Cette  formule  suppose  essentiellement  cpie  to  est  positif;  comme 
l'on  a 


I 

on  a  également,  w  étant» toujours  supposé  positif. 


.r  -O-O)     r     (  ^-.  ;;)(.>-!  X„(- 


j)  ^/w, 


On  en  déduit,  en  remarquant  (jue  fn{jc,  —  (o)  =  'f«(x,  to), 


3jG  alukbre. 

Si  donc  on  pose 

on  a,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

d'où 

42.  Si,  dans  la  formule  (12),  on  fait  (0  =  0,  et  si  l'on  remarque 

que 

/n(T,o)  =  n(/i)Xrt, 

il  vient 

dP 

/n(x,^p)  =  n(n  -  p){x  -^  l)P  -^^Xn] 

dans  cette  identité,  p  désigne  zéro  ou  un  nombre  entier  positif 
inférieur  à  (n  +  i).  Nous  pouvons  en  déduire  aisément  une  ex- 
pression nouvelle  de  la  fonction  — r=^^^ r  ;  posons,  en 

effet, 


u)(u> -f- i). .  .(œ -h  n)        tu        w -h  I  vj -\- i  eu -f- n 

D'une  formule  élémentaire  biep  connue  il  résulte  que  Ton  a 

^^=  (-  '  >'  n(,)n'(n-ô  •^''  (^'  -  '■)• 

OU,  en  vertu  de  Tidenlité  précédente, 


(— ly,       ,.  d'  ^, 


et  de  là 


w(w  H-  i). .  .(tu  -H  /i) 
^'^^      1        _X„       Çr  +  i )  _X^    .    (:rH-i)«      X;  (:r-hi)»      X^ 
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(  *  )  Sur  ce  développement,  voir  le  Mémoire  de  M.  Bauer,  Von  den  Cœfficienten 
der  Reihen  von  Kugelfunctionen  einer  Variabeln  {Journal  de  Borchardt,  t.  56, 

p.    ici). 
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Si,  dans  cette  formule,  on  change  :r  en  —  jc  et  to  en  —  w,  et  si 
l'on  remarque  que  /( —  x^  —  w)  r=  ( —  \y^f{x^  o)),  on  obtiendra 
encore  la  formule  suivante  : 


s   ./ 


(  13   » 


(i>((ii  —  i)...(to  —  n) 


\  L  to  1         to  —  I  I  .  i         O) '2  I  .  7. .  3      tu  —  3  J 


13.  On  sait  que  les  racines  de  Téquation  X;,  =  o  sont  toutes 
réelles  et  comprises  entre  —  i  et  -1-  i  ;  désignons  respectivement, 
pour  un  instant,  par  a  et  ^  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces 
racines.  Si  x  désigne  une  quantité  quelconque  comprise  entre  —  i 
et  a,  on  voit  que  (jc-f-i)  est  positif,  et  il  suit  du  théorème  de 
Fourier  que  la  suite  des  quantités 

ne  présente  aucune  permanence  de  signe;  l'équation  (i5)  montre 

que,  dans  ce  cas,  Téqiiation  y(j:,  w)  =  o  peut  se  mellre  sous  la 

forme 

ABC  L 

H =  O, 


to        to  -+- 1         ta  -\-  1  M  -\-  n 


A,  B,  C,  . . .,  L  désignant  des  coefficients  ajant  tous  le  même  signe. 
Par  un  raisonnement   bien  connu,   on   en  conclut  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  y(x,  w)  =  o  (où  (o  est  regardé  comme 
inconnue)  sont  réelles  et  séparées  par  les  nombres 

o,     -T-i,     -4-7,      ...,     -r-(// — I)     et     -r- n. 

On  déduirait  de  même  de  la  formule  (i^y  que,  si  la  valeur  de  x 
est  comprise  entre  ^  et  -I-  i  »  l'équation  /n{Xy  to)  =  o  a  /i  racines 
réelles  séparées  par  les  nombres 

t),     — I,     — •>. '-(n  —  I)     or     — n. 


IV. 

ii.    La  fonction  y,;  satisfaisant  à  T^qualion 

(i)  {x^ — i)y" -h '.fAT      (o)v' — //C// -4- 1  )  r  —  o, 
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on  voit  que  -^  satisfait  à  Téquahon 


du) 


dfn 

u'—  ni n  -h  Dit  ==2, -T—  • 


( J7*  —  I ) m' -h  u ( 3"  —  t*))u'—  n(n  -h  i)^. 

En  désignant  p'àr y  une  solution  quelconque  de  Téquation  (i),  on 
déduit  de  là 

{jr^—i)(yu''—  uf)  -+■  i{x  —  w)  iyii  —  uy')  =  2  -^  y. 


) 


d 
dx 


fi  { 

puis,  en  intégrant  et  en  remplaçant  //  par  ^'-> 


''j\x-^)     dx^  \x-i)    ^  ^^Ydxdiù         di^    dx) 


Dans  cette  relation,  faisons  d'abord 
il  viendra 


'/(^^;r/-t-=(:-^;)""->(/-^"i-^"^") 


Faisons,  en  second  lieu. 


)'  =     o«  : 

•  .r  -7-  \  ' 


nous  aurons 


Ç       *Un    ,         ,     ,         ,  /        d\fn  dfn  r/o«\  df„ 

Reinplarons,   dans   le  second  membre  de  cetle   éo;alilé,  -7— ^"- 

fin 

par  sa  valeur  lirée  de  Téqualion  (  .>.)  et  -if-^  par  sa  valeur  tirée  de 
r('qnalioii  (■>)':  il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

I    '      dr  '    '  '        mi)  •  mo 
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d'où  encore,  en  changeant  w  en  —  w, 

On  déduit  de  là  Tidentité  suivante,  où  K  désigne  une  quantité 
indépendante  de  x  : 

d/n-i-i  dfn  _^   .        d^n         r    d^n^i        ,, 


SLR  QUELQUES 

THÉORÈMES  DE  M.  HERMITE, 

EXTRAIT  D'IXE  LEHRE  ADRESSÉE  A  1.  iORCHARDT. 


Extrait  du  Journal  de  Mathématif/ties  de  CrelUf  l.  LXWIX;  1880. 


. . .  Dans  une  Noie  Sur  (^indice  des  fractions  rationnelles, 
insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France 
(l.  VII,  j).  I  3i),  M.  llennile  a  fait  )a  remarque  importante  qui  siiil  : 

En  clésij^nanl  par  n-^ai^  [i -f- /v/,  ...,  |jl -1- /?<£  des  quantilés 
imaginaires  dans  lesquelles  les  coefficients  de  /ont  tous  le  même 
signe,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

\\(.r  —  a  —  ai)  =.  (x  —  a  —  ai)  {or  —  ^  —  bi). .  Jx  —  \l  —  nii  ) 

—  F(.r)  -H  i*(x), 
l'équation 

(i)  />F(^)  -t-  7*(^)  =  o, 

oiijD  et  q  désignent  des  nombres  réels  arbitraires,  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles. 

M.  Biechler  a  obtenu  en  même  temps  ce  théorème  (Sur  une 
classe  d'équations  algébriques  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles  (Journal  de  C relie,  l.  87,  p.  .'ijo)  et  sa  démonstration, 
comme  (*elle  de  M.  Hermite,  repose  sur  la  considération  de  l'in- 

1-        11/-        •       *I»(-^) 
dicc  de  la  Iraclion  „--    • 

l(x) 

La  méthode  (|iii  suit  vous  paraîtra  peut-être  plus  simple  et  plus 
directe. 

f/équahOn  (i)  peut  évidemmenl  s'écrire 

i p  —  i'/  )\\(j'  —  3,  —  ai)  -h  (p  -hiq)UiJ'  —  a  -H  ai)  =  o, 
el  Ton  en  ({(MJuit  r<'*;!alit<'' 

mnd  \\(      a  —  ai  )  —  rnod  II(  .r  —  a  -h  ai)\ 

(Voi\  il  est  (acilc  de  conclure  (|ue  x  est  nécessairement  réelle. 
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Ayant,  en  effet,  tracé  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  OX 
et  OY,  je  représenterai,  suivant  l'usage  ordinaire,  la  quantité  ima- 
ginaire X-f- Y/ par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  X  et  Y. 
Soient  A,  B,  ...,  M  les  points  qui  représentent  respectivement 
les  quantités  a  4- a/,  ^ -i- bij  ...,  [Ji-hm/;  les  coefficients  a, 
by  .. .,  m  ajrant,  par  hypothèse,  tous  le  même  signe,  les  points  A, 
B,  . ..,  M  sont  situés  d'un  même  côté  de  Taxe  OX,  au-dessus  de 
cet  axe,  par  exemple;  quant  aux  points  A',  B',  . , .,  M'  qui  repré- 
sentent les  quantités  conjuguées  a  —  a/,  j3  —  6«,  . . ,  [x  —  mi,  ces 
points  étant  les  symétriques  des  points  A,  B,  . ..,  M  relativement 
à  l'axe  OX,  ils  sont  situés  au-dessous  de  cet  axe. 

Désignons  maintenant  par  P  le  point  représentatif  de  la  quan- 
tité x^  l'égalité  précédente  peut  s'ércire  ainsi  qu'il  suit 

(->)  PA.PB...PM  =  PA'.PB'...PM; 

or  de  là  résulte  immédiatement  que  x  ne  peut  être  imaginaire. 
Car,  en  supposant,  par  exemple,  que  le  point  P  soit  situé  au- 
dessus  de  Taxe  OX,  on  a 

PA<PA',        PB<PB',     ...,     PM<PM', 
inégalités  qui  sont  incompatibles  avec  la  relation  (2). 


Dans  le  Mémoire  que  vous  avez  bien  voulu  insérer  l'année  der- 
nière dans  votre  Journal,  j'ai  donné  une  formule  de  quadrature 
(^Sur  le  développement  dUine  fonction  suivant  les  puissances 
€r  un  polynôme  y  t.  88,  p.  46)  qui  appartient  en  réalité  à  M.  Her- 
mile.  L'illustre  géomètre  l'a  démontrée  dans  sa  Note  sur  la  for- 
mule d'interpolation  de  Lagrange,  insérée  au  tome  8-i  de  votre 
Journal  (p.  ^5).  II  est  clair,  du  reste,  que  nous  devions  arriver  au 
même  résultat;  le  but  que  nous  nous  proposions  était  effective- 
ment le  même,   à  savoir  de  déterminer  avec   la  plus  grande  ap- 

proximalion  possible  l'intégrale    /    f[x)(lx^  quand  on  se  donne 

les  valeurs  de /"(.r)  et  d'un  certain  nombre  de  ses  dérivées   pour 
jr  =  a  et  jc  =  ^. 
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Seulement,  tandis  que  M.  Hermite  prend  pour  point  de  départ 

les  propriétés  des  réduites  de  la  fonction  logf j;  je  m^appuîe 

sur  les  propriétés  des  réduites  de  e^;  on  aperçoit,  dans  cette  cir- 
constance, le  premier  indice  d'une  liaison  singulière  entre  les  ré- 
duites de  fonctions  si  différentes,  liaison  que  les  considérations 
suivantes  mettent,  je  crois,  entièrement  en  évidence. 

Soit,  pour  plus  de  généralité,  F(x)  le  dénominateur  commun 
des  fractions  rationnelles  de  même  dénominateur  qui  approchent 
le  plus  des  fonctions  f?*^!-^,  e^t^,  ...,  e'^-^^en  sorte  qu'en  désignant 
par  N«=  n\iL  \e  degré  deF(x)  et  par  ^i  {x),  ^2(^)»  ••  •  ^Jes  poly- 
nômes de  même  degré  convenablement  choisis,  le  développement 
des  fonctions 


b\  j?  )  e'^njr  —  *„  (  j:  ) 


commence  par  un  terme  de  Tordre  (N  -|-  [jl  -+-  i). 

En  désignant  par  z  une  nouvelle  indéterminée,  je  considère  le 
développement  de  F(^)^^-^  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  et  pose 

Vous  remarquerez  tout  d'abord  que  la  fonction  de  z  que  je  dé- 
signe par  A^+ijL  estdivisible  par  ^i*;  en  second  lieu,  en  dérivant 
par  rapport  à  :;  Téquation  précédente,  on  a 

F(^)  e-^  =  -3-'  j*/'->; 
dz 

d'où  Ton  voit  que  chacun  des  coeflicients  de  la  série  précédente 
est  la  dérivée  du  coefficient  qui  suit  immédiatement. 

J'observe  maintenant  que,  quand  on  fait  z=^  ai,  les  coefficients 
A^.^i,  Ax^a-»  •  "f  A^^ji  s'annulent;  la  fonction  A^^-ja  s'annule  donc 
ainsi  que  ses  (jx  —  i)  premières  dérivées  pour  5  =  <r^i,  et,  par 
suite,  elle  est  divisible  par  (z  —  at)^.  On  prouverait  de  même 
qu'elle  est  divisible  par  (z  —  ft^)^-»  (^  —  a^)^^  •••*»  j'^^'  d'ailleurs 
montré  qu'elle  est  divisible  j>ar  z-^^  et  comme  elle  est  du  degré 
\  -f-  a,  en  posant,  pour  abréger, 

fiZ)—  ZV-{Z  —  rt|  )M(^  —  ai)^'. . .(  -  —  fin)^. 
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on  en  conclura  facilement  que 

Ainsi  une  propriété  caractéristique  du  polynôme  F(x)  est  que, 
dans  le  développement  de  F(x)€^^  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x,  le  coefficient  de  x^"^^  est  le  po\yn6me /(z)  et  de  là 
se  déduit  bien  aisément  l'expression  de  F(^). 

Je  vous  ferai  encore  remarquer  que  le  coefficient  de  x^  dans  ce 

développement  est  égal  à^--/(s);  c'est  donc  le  dénominateur 

commun  des  fractions  rationnelles  de  même  degré  qui  approchent 
le  plus  des  fonctions 

log ,      log ,      .    .,      log (»). 

X  ^  X  T 

Il  serait  facile  de  déduire  des  considérations  qrti  précèdent  les 
diverses  formules  obtenues  par  M.  Hermite-,  mais  je  ne  m'éten- 
drai pas  davantage  sur  ce  sujet.  Il  m'a  semblé  néanmoins  qu'il  y 
avait  quelque  intérêt  à  réunir  ainsi  dans  une  même  analyse 
quelques-uns  des  importants  résultats  obtenus  par  l'illustre  géo- 
mètre sur  les  fonctions  exponentielles  et  sur  les  fonctions  loga- 
rithmiques. 

(')  Lettre  de  hf,  Hermite  à  M.  Fuchs  {Journal  de  Crelle,  t.  79,  p.  325). 
Paris,  avril  1880. 
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SUR  L'INTÉGRATION 
d'unk 

CERTAINE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DU    SECOND    ORDRE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 

t.  LXXXVI;  18G8. 


La  Note  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  à  T  Académie  est  Tex- 
tension  au  cas  de  l'espace  des  considérations  géométriques  très 
simples  au  mojen  desquelles  Jacobi  a  appliqué  les  propriétés  des 
sections  coniques  à  l'intégration  de  l'équalion  d'Euler  qui  sert  de 
base  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  considérations  que 
j'ai  moi-même  développées  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Phi- 
/o  m  a  t  hiq  ue  {'à  \ril  1867). 

Je  m'appuierai  sur  la  proposition  suivante,  que  Ton  peut  dé- 
duire facilement  d'un  théorème  bien  connu  de  Newton.  Soit 
¥(x^y^  z)  ^=0  l'équation  d'une  surface  du  second  degré,  que  je 
supposerai,  pour  plus  de  simplicité,  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires ;  soient  de  plus  deux  points  quelconques  M  et  N  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement  r/,  b,  c  et  a,  p,  y.  Désignons  par 
a  et  7!  les  deux  points  où  la  droite  MN  coupe  la  surface  consi- 
dérée. Cela  posé,  on  a  la  relation 

Mg.Mg^  _  V{a.b,c) 

Na.Na'  ~  F(a,  ^ri)' 

Supposons  que  la  droite  MN  soit  tangente  à   la  surface,  les  deux 
points  a  et  a'  se  confondront  alors  en  un  seul,  et  l'on  aura 


Ma  _  yjV{a,b,c) 
"^  ~  v/F(a,  p,v)* 

(considérons  maintenant,  outre  la  surface  dont  je  viens  de  parler 
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et  que  je  désignerai  par  S,  deux  plans  parallèles  au  plan  des  jry, 
l'un  A  dont  l'équation  sera  z  =  a,  et  Tautre  e\*  dont  l'équation 
sera  z  =  a.  Soient  C  et  F  les  coniques  suivant  lesquelles  ces 
plans  coupent  la  surface.  Imaginons  tracée  sur  S  une  courbe 
gauche  quelconque  B  et  construisons  la  surface  développable  en- 
gendrée par  les  différentes  tangentes  à  cette  courbe.  Cette  sur- 
face développable  sera  coupée  respectivement  par  les  deux  plans 
A  et  <JU,  suivant  deux  courbes  B  et  iil).  Je  désignerai  par  x  et  y  les 
deux  premières  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
B,  et  par  Ç  et  Tj  les  mêmes  coordonnées  du  point  correspondant 
de  la  courbe  iJi>  :  je  veux  dire  du  point  où  la  génératrice  de  la  sur- 
face développable  qui  passe  par  le  point  considéré  de  la  courbe  B 
passe  par  le  plan  X, 

Maintenant,  soient  T  le  point  où  une  génératrice  quelconque 
de  la  surface  développable  touche  la  courbe  gauche  R;  M  le  point 
où  elle  rencontre  le  plan  A,  et  dont  je  désignerai  les  coordonnées 
par  X,  y^  a]  N  \e  point  où  cette  même  droite  coupe  le  plan  ^^V»,  et 
dont  je  désignerai  les  coordonnées  par  Ç,  Tj,  a. 

Si  Ton  déplace  infiniment  peu  cette  génératrice  en  la  faisant 
rouler  sur  B,  dans  sa  nouvelle  position  elle  coupera  le  plan  A  en 
un  point  M' infiniment  voisin  du  point  M,  et  dont  les  coordonnées 
seront  x  -4-  dx,  y  •+•  dy^  a  ;  elle  coupera  de  même  le  plan  ^  en 
un  point  N'  infiniment  voisin  du  point  N,  et  dont  les  coordonnées 
seront  \  -f-  rfÇ,  f\  -h  dr\y  a. 

Cela  posé,  les  deux  droites  MM'  et  NN'  étant  parallèles,  on  a 
évidemment   • 

Donc,  lorsqu'on  a  une  surface  développable  quelconque  ajanl 
son  arête  de  rebroussemenl  sur  la  surface  S,  si  l'on  désigne  res- 
pectivement par  x  ely  les  deux  premières  coordonnées  du  point 
où  une  génératrice  coupe  le  plan  A,  et  par  Ç  et  r,  les  mêmes  coordon- 
nées du  point  où  cette  génératrice  coupe  le  plan  ^l,,  ces  quatre 
variables  satisfont  au  système  d'équations  différentielles 

dx  ^  djry/F(x,y,a) 


SUR  l'intéoration  d'une  certaine  classe  d'équations  différentielles.     369 

Supposons  que  la  courbe  C,  décrile  dans  le  plan  X  par  le  point  N, 
"*^o\is  soit  donnée,  en  sorte  que  nous  ayons  une  relation  de  la 
*orme 

I)onnons-nous,  en  outre,  le  point  qui,  sur  le  plan  A,  correspond 
ô  un  point  déterminé  de  la  courbe  C,  alors  le  système  d'équa- 
tions (i)  nous  permettra  d'en  déduire  la  courbe  correspondante 
clécrile  par  le  point  M;  il  y  aura  d'ailleurs  deux  solutions  à  cause 
de  l'ambiguïté  du  signe  du  radical. 

Des  deux  variables  Ç  et  7;,  une  seule  des  deux  étant  indépen- 
dante, en  vertu  de  la  relation  (2),  le  système  (i)  se  réduit  alors  à  un 
système  de  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  à  trois 
variables.  On  peut  des  équations  (i)  et  (2)  éliminer  la  variable  Ç» 
et  Ton  est  conduit  alors  à  une  équation  différentielle  du  second 
ordre  entre  les  variables^  et  j^,  équation  que  je  désignerai  par 

(3)  V  =  o. 

Nous  avons  immédiatement  une  intégrale  particulière  du  premier 
ordre  de  cette  équation;  iisuffit,  en  effet,  de  trouver  des  surfaces 
développables  qui  aient  leur  arête  de  rebroussement  sur  S  et  qui 
s'appuient  sur  C,  et  ce  problème  conduit  à  résoudre  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre. 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  obtenir  immédiatement 
l'intégrale  générale  du  premier  ordre.  Imaginons  une  surface 
quelconque  du  second  degré  S'  passant  par  les  coniques  G  et  F. 
en  sorte  que  son  équation  soit  de  la  forme 

^ijr,y,z)  =  ¥(x,yy  z)  -hl{z  —  a){2r—  a)  =  o. 

En  appliquant  à  cette  surface  les  mêmes  raisonnements  que 
nous  avons  faits  au  sujet  de  la  surface  S,  nous  voyons  que  si  une 
surface  développable,  ayant  son  arête  de  rebroussement  sur  S', 
coupe  le  plan  X  suivant  la  courbe  C,  la  courbe  suivant  laquelle 
elle  coupe  le  plan  A  satisfait  au  s^'slème  d'équations 

(2')  >î--=o(0. 
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Mais  on  a  évidemment 

Cl 

*(;»  T^^  a)  =  ^"($1  T^i.  «)• 

Donc  le  système  d'équations  (1')  et('>/)  est  identique  avec 
système  (1)  et  (2),  et  tous   deux  conduisent  à  l'intégration 
Téquation 

(3)  V  =  o. 

De  même  que  ia  surface  particulière  R  nous  fournissait  u 
intégrale  particulière  du  premier  ordre  de  cette  équation,  no 
voyons  que  l'ensemble  des  surfaces  du  second  ordre,  passant 
les  coniques  Cet  F,  nous  donnera  l'intégrale  générale  du  prenii 
ordre. 

Géométriquement,  le  résultat  obtenu  peut  être  énoncé  ains^ 
étant  donnés  la  courbe  G  dans  le  plan  X  et  le  point  arbitrai 
ment  choisi  qui,  dans  le  plan  A,  correspond  à  un  point  donné    ^cJe 
cette  courbe;  par  ces  deux  points  faisons  passer  une  droite       ^^l 
construisons  une  surface  du  second  degré,  passant  par  les  coniqw  ^e^^ 
G  etr,  et  tangente  à  cette  droite.  Imaginons  une  surface  dévelo 
pable  qui  ait  son  arête  de  rebroussement  sur  la  surface  du  secozJ 
ordre  et  qui  coupe  le  plan  fX>  suivant  G,  son  intersection  avec  T 
plan  A  sera  une  courbe  dont  l'équation  en  x  ^l  en  y  sera  une  so- 
lution de  l'équation  (3). 

11  existe  un  cas  particulier  encore  assez  étendu  où  l'on  peut 
obtenir  en  termes  finis  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 
C'est  celui  où  la  courbe  C  est  une  conique. 

Dans  ce  cas,  en  cfTct,  on  peut  toujours,  en  désignant  par  w, 
i',  Kv  de  nouvelles  variables,  liées  aux  variables  x,  j',  z  par  les  re- 
lations de  la  forme 

X  Y  Z 

^^^  "=1'       "=ÏJ'        "=U' 

où  X,  Y,  Z,  U  désignent  des  fonctions  linéaires  de  x,  y^  z^  dc- 
lerininer  ces  polynômes  de  sorte  que,  après  la  substitution  des  nou- 
velles variables  dans  Téqualion  ^[x,  y^  z)  =  o,  la  surface  repré- 
sentée par  réc| nation  transformée  soit,  en  considérant  w,  r,  iv 
conime  des  coordonnées  rectangulaires,   rapportée  à  ses  axes  et 
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lit  la  forme  suivante  : 

Cl  qu'en  même  temps  la  conique  C  ait  pour  transformée  la  conique, 
située  à  l'infini,  commune  à  toutes  les  sphères  de  l'espace. 

Cela  posé,  si  nous  considérons  les  courbes  gauches  qui  sur  la  sur- 
face primitive  S'  étaient  les  arêtes  de  rebroussément  des  surfaces 
(léveloppables  coupant  le  plan  cl>  suivant  C,  nous  voyons  que  ces 
courbes  auront  pour  transformées,  sur  la  surface  représentée  par 
l'équation  (5),  les  lignes  dont  l'équation  différentielle  est  c^5  =  o. 

Déterminons  les  points  de  cette  surface  au  moyen  des  coordon- 
nées elliptiques,  nous  aurons 

L'équation  différentielle  des  lignes  correspondant  aux  arêtes  de 
rebroussément  est  donc 


r        / A— JJL^ ^  / A-v» 

^V   ({JL*— A-+-B)(jx«— Ah-C)  -y  (v2-A-+-B)(v*  — A  +  B)  ""  ^» 
dont  l'intégrale  est  de 


J  ^{\-^t)i^x-ir^^)\^\-c~^)     J  v/(A-v*7(;Â-ii-v*)(A 


=  A- 


k  désignant  une  constante  arbitraire. 

Soit  maintenant  Pqui,  dans  la  figure  transformée,  correspond 
au  plan  X.  Etant  donné  un  point  ([jl,  v)  sur  la  surface  représentée 
par  l'équation  (5)  on  saura  toujours  trouver  le  point  où  le  plan  P 
est  rencontré  par  la  tangente  menée  au  point  ([Ji.,  v)  à  l'une  des 
courbes  qui  passent  en  ce  point  et  dont  l'équation  différentielle 
est  rf5=  o;  on  pourra  exprimer  algébriquement  les  coordonnées 
r/,  V,  w  de  ce  point  en  fonction  de  ul,  v,  et  réciproquement  [x,  v 
en  fonction  de  a,  v^  w.  On  portera  ces  valeurs  de  [jl  et  de  v  dans 
l'équation  (6),  et  l'on  y  remplacera  w,  v^  \v  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (4).  La  variable  ;;  disparaîtra  d'elle-même,  et 
l'on  obtiendra  en  x^  y  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3)  avec 
deux  constantes  arbitraires  A  et  k. 


ï 


SUR  L'INTÉGRATION 


d'une 


ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 

DU    SECOND    ORDRE. 


Société  philomathique;  1870. 


L'équalion  différentielle  du  second  ordre 


d^y  _ 


m 


oixf[x^y)  désigne  un  polynôme  du  second  degré  en  x  et  j',  et  où 
?(  /    )  ^csigne  une  fonction  quelconque  de  -^>  peut  toujours 

s'intégrer  quand  on  en  connaît  une  solution  particulière. 

On  parvient  facilement  à  ce  résultat  en  s'appuyant  sur  la  théorie 
du  dernier  multiplicateur  donnée  par  Jacobi. 

Comme  application  de  la  proposition  précédente,  je  donnerai 
le  résultat  suivant  : 

Étant  donnée  une  surface  du  second  ordre,  si  Ton  cherche  les 
surfaces  dévcloppablcs  qui,  ayant  leur  arélc  de  rebroussement  sur 
la  surface  du  second  ordre,  |)asscnt  par  une  courbe  plane,  on  est 
amené  à  résoudre  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Cette  équation  peut  toujours  s'intégrer  par  de  simples  quadra- 
tures. 


APPLICATION 


hv 


PRINCIPE  DU  DERNIER  MULTIPLICATEUR 

A  L'INTÉGRATION  D'UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 

DU  SECOND  ORDRE. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  II;  1871. 


1.  Soient  f(x^y)  cl  'f  (^,  y)  deux  polynômes  du  second  degré 
en  a:  et  en  y,  ne  différant  que  par  les  termes  du  premier  degré  et 
la  valeur  de  la  constante. 

Considérons  le  systt'^me  d'équations  différentielles 

dont  le  nombre  est  inférieur  de  deux  unités  au  nombre  des  va- 
riables. 

En  désignant  par  F(^,  j^,  Zy  u)  une  fonction  du  second  degré, 
homogène  et  convenablement  choisie,  on  peut  poser 

/"(^tj)  =  ^H^,yi  ffy  *) 
et 

?(î'r,)  =  F(5,  T),  a,  p), 

a,  6,  a  et  ^  étant  des  quantités  constantes. 

Cela  posé,  X  désignant  une  constante  arbitraire,  il  est  facile  de 
voir  que  Téquation 

est  une  intégrale  du  système  d'équations  (i). 

Il  suffît,  pour  cela,  de  vérifier  que  la  différentielle  de  l'expres- 
sion précédente  s'annule  en  vertu  des  seules  relations  (1). 
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Or  on  a 


d^d'^'-^^r    ""-^    ^^    '^'-^   -^3    '^'•^\ 

~ ''''[' dF^  ^  ^'  dTdJ^  ^  '  Tûrdx  -^  P  dbd^J 

j    /t    d*/  dV  d^f         a    d*f\ 

-<""[' dTdy^'^dy^-^'d^y^^dFdj)- 

Remarquons  maintenant  que,  les  polj'nômes /(x,  j')  et  o(Ç,  t,) 
étant  respectivement  égaux  à  F(j;,  r,  «,  b)  et  à  F(ç,  r,,  a,  3)  qui 
sont  du  second  degré  par  rapport  aux  variables,  on  a  les  relations 
suivantes  : 

dx*  ~  d\^  '  djTdâ  ~  d\dÏL  '  '  "  ' 

d'où ,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  fonctions  homo- 
gènes , 

,d^f  d^f     ^  ^    d^f     ^   o    d^f    ^  ^? 

dx'^  dxdy  dxda       ^  dxdb        d\ 

dxdy  dy^    '       dyda        ^  dydb       dr^ 

La  valeur  de  d^K  devient,  par  suite, 

et  elle  s'annule  évidemment  en  vertu  des  relations  (i). 

■ 

2.   Soit  Téquation  de  second  ordre, 

d^Y  \  dx  ] 


et 


(3) 


dx^        y/f(x,yY 


où  F  désigne  une  fonction  quelconque  de  -^- 
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Supposons  que  nous  connaissions  une  intégrale  particulière  de 
l'équalion 

et  soit 

(5}  r,  =  e(0 

cette  Intégrale;  si  l'on  imagine  les  variables  $  et  v^  liées  par  cette 
relation  dans  les  équations  (i),  elles  deviennent 

« 

~di  ~  wiîydi  -  v/^iXtl' 

ou  bien  encore 

(6)  ^^       ^       ^r      _       ^î 


ft'(0 


s/Vil-'i)     v/?(I7V)     \l'Ax.y) 

On  peut  aussi  éliminer  \  entre  les  équations  précédentes;  on  a 


^ -■'!>. 


d'où 


comme  vi  =  0($)  est  une  solution  particulière  de  Téquation  (4), 

.■,.,A:â:T>=p(|)  =  K(|); 

l'équation  du  second  ordre  entre  x  el y  est  donc 


<3)  ^- 


3.  D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  Téquation  (a),  si  l'on  y 
fait  71  =  0(S),  est  une  intégrale  du  système  d'équations  du  pre- 
mier ordre  (6). 

On  peut  immédiatement  appliquer  à  ces  équations  le  principe 
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/ 


du  dernier  multiplicateur  de  Jacobi  ('),  car  on  a  évidemment 
on  a  donc  pour  deuxième  intégrale 


/(i) 


v/?(;.^) 


=  const.; 


et  cette  dernière  équation  sera  l'intégrale,  avec  deux  constantes 
arbitraires,  de  Téqualion  (3),  Ç  étant  exprimé,  en  vertu  des  équa- 
tions (2)  et  (5),  en  fonction  de  X,  x  ely. 


(*)   Jacobi,    Theoria  nova  multiplicatoris,  etc.  {Journal  de  Crellet  t.  27, 

p.  256). 
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SUR  LES 


DIFFÉRENTES  FORMES 

QUE   l'on   peut    donner   A   l'iNTÉGRALE 

DE    L'ÉQUATION    D'EULER. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique;   1875. 


1.  Soîl  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  x  que  je  repré- 
senterai par  la  forme  homogène  U(^,^),  où  y  désigne  une  con- 
stante égale  à  Tunité  et  introduite  pour  Thomogénéité  des  formules, 

Téquation  d'Euler 

dx ^ 

a,  comme  je  liai  montré  précédemment  (*),  pour  intégrale  géné- 
rale Téquation  suivante 

(I)  6aU,-+-36H,-h(3S  — a>)to«  =  o, 

où  a  représente  une  constante  arbitraire,  eu  le  déterminant  xi\  — y\^ 
Ua,  Ha  les  émanants  principaux  de  U  et  du  hessien  H  de  la  forme 
donnée,  et  S  son  invariant  quadratique. 

Cela  posé,  on  a  Fidentité  suivante,  que  Ton  vérifîera  facilement, 

(^)  U(ar,j^)U(î,r,)-Ui=4H,co«-h|a)V; 

je  récrirai  plus  simplement  sous  la  forme  suivante 

UU'— U|  =/»Hiioî-f-|a)S 

d'où 

StoV-+- 1211,0)»=  3UU'-3UÎ. 


(  •  )  Sur  l'application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  des 
courbes  tracées  sur  une  sur/ace  du  second  ordre.  {Bulletin  de  la  Soc.  math., 
t.  I,  p.  35.) 
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Miilliplions  maintenant  par  w^  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i),  et  remplaçons  Sw^-j-  iîîH2w2  par  sa  valeur  tirée  de  la 
relation  précédente,  il  viendra 

GaUjtuî— a»u>VH-9UU'--9UÎ  =  o, 
ou 

9UU'  =  (3U,  — aa)«)«; 

ou  encore 

(^)  u,— /îjTr=  ^to». 

2.  Cette  nouvelle  forme  de  l'équation  d'Euler  peut  elle-même 
se  transformer  d'une  façon  remarquable. 

Décomposons  U  d'une  façon  quelconque  en  un  produit  de  deux 
facteurs  du  second  degré,  en  posant 

où 
et 

On  aura  évidemment 

UU'  =  /(:r,7)(p(T,7)/(5,iQ)cp($,T)), 

d'autre  part,  en  désignant  par  A  l'invariant  quadratique  simultané 
des  deux  formes  /et  '^,  AC'-h  CA' —  2  BB',  on  vérifiera  facilement 
l'identité  suivante 

Portons  ces  valeurs  de  U2  et  de  UU'  dans  l'équation  (3),  elle  de- 
viendra, en  faisant,  pour  abréger,  /(£,  'f\)  =/'  et  «($,  r,)  =  '^', 

/cp'-h/'o  -  2  v/7?7 Y  =  *"'  (~3^)' 
d'où 

3  désii^fnanl  une  conslanle  arbitraire. 


FORMES  qu'on  PEUT  DONNER   A   L'INTÉGRALE  DK  L'ÉOUATION  EULER.  S-^j 

D'où  la  proposition  suivante,  où  j'ai  fait  disparaître  les  quan- 
tités auxiliaires^  et  t)  : 

Si  l'on  décompose  d'une  façon  quelconque  le  polynôme  du 
quatrième  degré,  F(j^),  en  deux  facteurs  du  second  degré 
f{x)  et  ç(^),  l'intégrale  générale  de  l'équation 


est 

J'avais  déjà  déduit  celte  proposition  de  considérations  pu- 
rement géométriques,  dans  une  Note  Sur  les  propriétés  des  co- 
niques qui  se  rattachent  à  l'équation  d'Euler,  insérée  dans 
les  Nouv,  Ann,  de  Math.,  1872. 


SUR  LA  iMÉTHODE  DE  MONGE 


POUR 


L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 

AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES  DU  SECOND  ORDRE. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,   2*  série,  t.  XV;    1876. 


La  méthode  donnée  par  Monge  pour  intégrer  les  équations 
linéaires  aux  différences  partielles  du  second  ordre  a  été  complè- 
tement élucidée,  d'abord  par  les  travaux  d'Arapùre  et  ensuite  par 
ceux  de  Boole  et  de  Bour;  il  me  semble  néanmoins  qu'on  peut  la 
présenter  avec  plus  de  netteté  et  de  brièveté  qu'on  ne  le  fait 
d'ordinaire. 

I. 

Sur  la  représentation  de  la  forme 

W  =  H r  4-  2  K5  -h  L/  —  M  -+-  N (/7  —  ««) 

par  le  déterminant 

i     o  r  s 

o     i  s  t 

ah  c  d 

a     p  ■[ 


0 


1.  Soit  W  =  Hr  +  siK5  +  L^  — M-}-N(/7  — 52),  où  r,  5,  t 
représentent  des  variables  quelconques  ;  je  vais  d'abord  mon- 
trer que  l'on  peut  toujours  représenter  la  forme  W  par  le  déter- 
minant 


I 

0 

/' 

5 

0 

1 

s 

t 

a 

b 

c 

d 

a 

3 

7 

0 

cl  étudier  les  propriétés  de  ces  diverses  représentations. 
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En  développant  ce  déterminant,  on  voit  qu'il  est  de  la  forme 
indiquée,  et,  en  identifîant  les  coeiricicnts  des  quantités  r,  5,  /, . . . , 
on  aura,  pour  déterminer  les  inconnues  a,  6,  c,  rf,  a,  p,  y,  3,  les 
cinq  équations 

(0  M  =  d'^  —  co, 

(2)  i\  =  ap  —  ^a, 

(3)  L  =  6Y-cp, 
(î)  U  =  doL  —  a^, 

(î)  o.K  =  d^  —  bo -^  a^  —  C2. 

On  a  maintenant,  d'après  un  lliéorùme  connu  (*), 

-h  («3  —  ^a)(co  —  d^()  =  o, 
ou  encore,  en  vertu  des  relations  précédentes, 

{coL-ay)(b^-d'^)=  HL-hMN, 

par  suite,  si  l'on  fait,  pour  abréger,  G  =  K^  —  IIL  —  MN, 

(5)'  K4-/G  =  rf?-68 

(5)  K  —  ^^  =  a^  —  COL. 

2.  Des  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  (5')  et  (5'^  il  est 
facile  de  déduire  un  sjstcme  de  valeurs  des  indéterminées  a,  bj 

\y  «     V€  m      •  •  •    • 

Remarquons  d'abord  que  ,  parmi  les  déterminants  mineurs 
a^  —  boL^ay — ca,  ...  qui  entrent  dans  ces  équations,  il  s'en 
trouve  au  moins  un  qui  n'est  pas  nul,  autrement  la  forme  W 
s'annulerait  identiquement.  Supposons,  par  exemple,  quea^ —  boL 
soit  différent  de  zéro;  je  mettrai  les  équations  précédentes  sous 
la  forme 


(»)    C'est    le    théorènitr    do    rontaine;    voir    Théorie   des   déterminants,    par 
Rallzcr,  p.  .î.^>. 
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et 


a    a 

b       —  0 


? 


d    -c 
ï 


H 


K— V'G 


K-+-v/G        L 


(0. 


La  première  de  ces  équations,  étant  une  conséquence  des  autres, 
peut  être  négligée;  donnons  maintenant  à  a,  6,  a  et  ^  quatre  va- 
leurs arbitraires  satisfaisant  à  la  relation  a^  —  a6  =  N,  la  der- 
nière relation  donnera 


d    —c  T  H 

=  —  —  X 


K-/G 


X 


a 


qui  déterminera  les  autres  indéterminées  rf,  c,  3  et  y. 

3.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  Ton  peut  toujours  repré- 
senter W  par  un  déterminant  de  la  forme  indiquée,  et  si  G  n'est 

pas  nul,  comme  on  peut  prendre  pour  y/G  deux  valeurs,  il  en 
résulte  que  toutes  ces  représentations  se  distribueront  en  deux 
groupes,  le  premier  groupe  comprenant  les  représentations  appar> 

tenant  à  la  valeur  -4- y/G  du  radical  et  que  je  désignerai  sous  le 
nom  de  représentations  de  première  espèce^  le  second  groupe 

comprenant  les  représentations  appartenant  à  la  valeur  de  —  V^G; 
je  les  appellerai  représentations  de  seconde  espèce. 

Si  G  était  égal  à  zéro,  il  est  clair  qu'il  n'j  aurait  qu'une  seule 
espèce  de  représentation  de  W. 
Pour  abréger,  si  l'on  a 

\  o  r  s 
o  \  s  t 
a  b  c  d 
a     p     Y     0 


W 


J- 


di 


rai 


que 


a 
a 


b 


0 


est  une  représenta  lion  de  la  foi^ine   W. 


(  »  )  J'indique  ici,  d'une  façon  abré^'éc,  que  le  syslèine  linéaire  du  second  membre 
s'oblicnl  en  composant  les  deux  syslènjes  linéaires  du  [)reniier  membre  dans  l'ordre 
dans  lequel  ils  sont  placés.  Celte  seule  relation  tient  donc  lieu  des  relations  (3), 
(4)>  (^)'  et  (5)";  on  en  conclut  en  particulier  que  le  déterminant  du  système  li- 
néaire du  second  membre  est  égal  au  produit  des  déterminants  des  systèmes  du 
premier  membre;  en  d'autres  termes,  que  rfy  —  c5  =  M.  Cette  relation,  qui  est 
v\wc  conséciuencc  des  autres,  peut  donc  être  mise  de  côté. 

Voir,  à  ce  sujet,  mon  Mémoire  Sur  le  calcid  des  systèmes  Unèaira  {Journal 
de  l'Ecole  Polyteekniquc,  XLH' Caliier ). 
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-1.  Théorème  I.  —  Soient  deux  représentations  de  la  forme 

a'    b'    c'    cT 


o' 


W  et 

^^'     -      Q     "     ^     ^''     a'     ^'     y' 

rents;  on  a  les  quatre  relations 


î  qui  soient  de  systèmes  diffé- 


(6) 


(  ac'-^bd'—ca' — db'=o,         a^'-t-^o' — coi' — rfp'=o, 


Si  G  =  o,  les  mêmes  relations  ont  lieu  relativement  à  deux 

représentations  quelconques  de  \V. 

Démonstration.  —   Supposons  G  di fièrent  de  zéro  et  soient 

a    b    c    d  \a'    b'    c'    d' 

a     ?     Y     ^     ^       «'     P'    ï'     ^' 
soient  respectivement  de  première  et  de  seconde  espèce;  d*aprùs 

ce  que  j'ai  démontré  ci-dessus  (2),  on  aura 


deux  représentations  de  W, 


qui 


%     a         d    —  c 
p     6^—5    Y 


II        K  -  /g 
K  -H  /"G        '- 


et 


II 


a'     a'        d    -c'  _ 

[i     />       -0     Y         K-v/G 


/G 


L 


ou  encore 

d 

-0' 

-c' 

ï' 

et  par  suite 

X 


:'     ?'  _        Il        K  -  /G 


a'     ^' 


/G 


a     a  ^/     —  c 

?     ^""-0     Y 


c/' 


o' 


c      Y 


X 


L 


a      h 


Supposons,  pour  un  instant,  que 

iNI  =  (i'(  —  cù  =  d'^i  —  c'o' 

soit  diflerent  de  zéro;  multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité, 
à  gauche  par  le  système  ,  ,,  el  à  droite  par  le  système  i  ,»  il 
viendra,  après  avoir  divisé  par  M, 


f  >»  I  Cil 

Y      0         a     a  _  a      [i        Y     ^ 
c'     r/'  ^  p     b~  a'     b'  ^  0     d' 


relation  qui,  développée,  donne  précisément  les  quatre  relations 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

La  démonstration  précédente  suppose  M  diflTérent  de  zéro  ;  mais. 
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par  un  raisonnement  connu,  on  montrera  facilement  que  la  pro- 
position subsiste  même  quand  M  est  nul. 

11  est  clair  que,  si  G  =  o,  la  proposition  est  vraie  relativement 
à  deux  représentations  quelconques  de  W. 


H. 

Intégration  de  l'équation  aux  différences  partielles 

de  second  ordre  (7)  \V  =  o. 

5.  Supposons  maintenant  que  r,  5,  t  soient  les  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  d^une  fonction  inconnue  z  par  rapport  aux 
variables  x  et  y^  les  coefficients  de  W  étant  d'ailleurs  des  fonc- 
tions quelconques  de  x,  y^  z,  et  des  dérivées  du  premier  ordre  p 
et  r/,  et  soit  à  intégrer  l'équation  (7)  W=  o. 

Pour  rester  d'abord  dans  le  cas  le  plus  général,  en  supposant  G 
diflcrenl  de  zéro,  imaginons»  que  nous  ayons  trouvé  deux  repré- 
sentations de  W  par  le  déterminant 


i  o  r  s 
o  %  s  t 
a    b    c    d 


p    Y 


et  de  systèmes  diflercnls;  soient 


\V  = 


a     b     c    d 

a     p     0     Y 


rt     W  = 


a 


b' 


Z' 


d' 
Y 


ces  deux  représentations. 

Cela  posé,  on  aura  les  propositions  suivantes  : 

TnÉORfeME  II.  —  Si  u-=zf(^v^  est  une  intégrale  première  de 
V  équation  (7)  renfermant  une  fonction  arbitraire  f^  chacune 
des  fonctions  u  et  v  est  une  solution  du  système  d^ équations 
simultanées  du  premier  ordre 


(H) 


(dio 


) 


•  '  :-;-) 


'($) 

?(*; 


diù         ,  dta 

-+-  c  —, h  d  -7—  =  o. 

dp  clq 

dio        ^  diu 
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OU  de  ce  second  système  d\*quations 


38') 


(9) 


,  f/ii) 

4-  V    _.  _ 
•     dp 


d'  î^^- 

>,  dui 


=  o 


=  o. 


On  a  pos(^,  pour  abréger, 


el 


dio  du) 

dl-^f  dz 


dio 


dio 


dy        '^  dz 


Démonstration,  —  Prenons  succcssivcmenl  les  dérivées,  par 
rapport  h  x  et  par  rapport  à  r,  de  Téqualion  u= /({'),  il 
viendra 


[dj,) 


du  du        .,         V  /  dv'^ 


dp  dq 


et 


dq\ 


(du \  du  du         ., ,       r / di'  \  dv  dv  1 

d})  -*-'^-^'./y  =-^^>'^  [idT)  ^-"dp  ^' 717,1 


et,  puisque  u=/[i')  est  une  intégrale  |)remicre  de  Téqualion 
\V  =  o,  cette  dernière  doit  provenir  de  rélimination  dcy^(<') 
entre  les  deux  équations  précédentes.  On  aura  donc,  du  moins  à 
un  facteur  constant  près, 


\V  = 


/d_u\ 
\dx) 


( 


du\ 


du 
dp 

du 

'dp 


du 

d7, 

du 
dq 


( 


d;. 


r 


dp 


dv 

dv  dv 

dp  dq 


d'où,  par  une  transformation  facile. 


W  = 


1 

o 

o 

o 

du 

du 

dp 

dq 

dv 

dv 

dp 

dq 

r 


s 


/  du  *.       /  (fu  \ 

\7U''    '7/7'/ 


( 


-) 


9.7) 
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du 

du 

\dx) 

dp 

d.) 

dv 

dv 

m 

dp 

dq 
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et  par  siiilp 

($) 
(I) 

est  une  représentation  de  W.  En  vertu  du  théorème  I,  on  voit 
donc  que  chacune  des  fonctions  u  eli^  satisfera  au  système  d'équa- 
tions (8)  ou  au  système  (7),  suivant  que  cette  représentation  sera 
de  deuxième  ou  de  première  espèce. 

Théorème  III.  —  Béciproquement,  si  u  et  v  sont  des  solu- 
lions  du  système  d'équations  (8)  ou  du  système  (9),  w=y(t'), 
où  f  désigne  une  fonction  arbitraire^  est  une  intégrale  pre- 
mière de  V équation  (7). 

Démonstration,  —  Soit,  par  exemple,  w  une  solution  quel- 
conque des  équations  (8) 


/  diù\         ,   /  dii)\  dui 

''\d-x)^''\d-y)-^''d-p 


,dy 


et 


.C'' 


dui\         r,  /  du}\ 

,17  -"Ms^ 


\  dx  I 


\dy! 


dp 


dia 
dp 


,  dtii 
dq 


^  dit) 
dq 


=  o 


=  o; 


on  a  en  outre  les  deux  relations  suivantes,  qui  ont  évidemment 
lieu  pour  une  fonction  quelconque  de  a:  et  dey, 


/dû) 
jdM\ 


duy 
dp 

dto 
dp 


doi 

dio 
dq 


o 


=  o. 


Entre  les  équations  précédentes,  éliminons  \-r-)i  (zr')*  ;/~  ^* 


-7-»  Il  vient 

dq 


i  ors 

o  i     s     t 

a  f)     c     d 

H  ^j    ■!     0 


=  O 


ou  encore  W  =  o,  d'où  il  résulte  que  to  =  o  est  une  intégrale  de 
Tcqualion  (7).  Si  u  cl  r  sont  deux  valeurs  particulières  de  10,  les 
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équations  (8)  étant  linéaires,  u  — f{^*)  satisfait  également  à  ces 
équations,  quelle  que  soit  la  fonction  f\  la  proposition  est  donc 
démontrée. 

Théorème  IV.  —  En  désignant  par  u  et  v  deux  solutions 
communes  au  système  d'équations  (8),  et  par  w'  et  v'  deux  so- 
lutions communes  au  système  (ç)),  si  des  équations  u  — f(v)=  o 
et  u'  —  rs(ç')  =  o  on  tire  les  valeurs  de  p  et  q  en/onction  de 
jr,  y  et  5,  ces  valeurs  substituées  dans  pdx  -f-  qdy  rendent  cette 
expression  une  différentielle  exacte,  en  sorte  que,  pour  ache- 
i^er  V intégration,  il  suffit  d* intégrer  l'intégration 

dz  =  pdx  -H  q dy. 
Démonstration.  —  D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut, 


du  du      (  du\       /  (> 

(In  dq       \  dx  )       \  f> 


el 


du 
dp 

dp 

du_ 

dp 

dv' 


du 

dv^ 
dq 

du^ 
dq 

dv' 


du\ 


dp  dq 


'  dx) 


.'tyj 


/dt£ 
\dy 

/di>' 


'dv'\ 


sont   deux   représentations   de   W    appartenant   à    des    systèmes 
difTérenls. 

En  vertu  du  théorème  I,  on  a  donc  la  relation 


du  ( du'\        du  (du' 
dp  \  dxj 


d_u^  ldu'\ 
d7j\dy) 


du   /  du  \         du'  (  du\  _ 

dj;\7rr)~d^\7f^)-''^ 


qui  est  la  condition  d'intép'ahilité.  Comme  d'ailleurs  on  peut 
remplacer  dans  cette  relation  //  par  une  solution  (|uelconque  du 
système  (8),  et  u'  par  une  solution  (juelconque  du  système  (9), 
la  proposition  est  démontrée. 

0.    Le  cas  où  (s  =  o  donnf'  lieu  aux  mêmes  propositions,  sauf 
qu'il  suffit  de  considérer  une  seule  représentation  de  W. 


SUR   LA 

TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

t.  L\\\Il;  1876. 


1.  Jacobi  a  donné  (6V^//^,  I.  i)  un  système  d'équations  difie- 
rcnlielles  du  second  ordre  auquel  satisfont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraclion  qui  se  présente  dans  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques;  Eisenstein  a  depuis  étudié  cette  question 
dans  un  beau  Mémoire  {Crelle,  t.  30  et  32,  et  Œuvres  mathé- 
matiques, p.  iSp). 

On  peut  présenter  de  la  façon  suivante  la  proposition  de  Jacobi  : 

En  désignant  par  y  une  quantité  égale  à  Tunité  et  introduite 

pour  rhomogénéité  des  formules,  soient  w(j:,y)  et /(x,  v)  deux 

polynômes  du  quatrième  degré  bomogènes  en  x  et  y,  et  ^  =  ^, 
une  intégrale  rationnelle  de  Téquation 

d:i  dx 


v/m(5,i)        s'jK-r.y) 

X  et  Y  étant  deux  polynômes  bomogènes  en  x  ç\.y  et  du  degré  m. 
Posons,  pour  abréger, 

n.r        ^  dv 

Y,,  ^2  ety,  étant  définis  d'une  façon  analogue. 

Cela  |)0sé,  on  a  Tidenlité  suivante,  qui  a  lieu  quelles  que  soient 
les  quantités  a,  3,  \  et  r,  : 


J 


-l/i(;Vr.\)(iY.-'-,X,), 
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identilé  où,  /désignant  une  constante,  <ï>a  j)Our  valeur  rcxj)ression 

2.  On  peut  poser  de  la  façon  suivante  le  problème  de  la  trans- 
formation : 

Trouver  une  intégrale  rationnelle  ^=  y  de  Téquation 

dz  dx 


X  Cl  [JL  désignant  des  constantes  convenablement  déterminées  et  k 
le  hessien  de  w;  c'est  sous  cetle  forme  que  M.  Ilermite  a  depuis 
longtemps  résolu  ce  problème  dans  le  cas  de  m  =  3. 

On  voit  facilement  (|ue,  si  le  degré  m  de  la  transformation  est 
de  la  forme  4^  -f-  i ,  X  et  Y  sont  déterminés  par  les  formules  sui- 
vantes : 

dv  dx  ^ 

OÙ,  J  désignant  le  covariant  du  sixième  degré  de  (/,  B  et  l\  sont 
des  fonctions  homogènes  de  u  et  de  h  et  respectivement  du  degré 
(/î  —  i)  et  du  degré  n, 

Semblablement,  si  m  est  de  la  forme  ^n  —  i,  X  et  Y  sont  dé- 
terminés par  les  formules 

V  '^^  II.  V  ^^^  11. 

\  — — ^  ^J II»         Y  =  -. — h  V J II, 

dx  dv      ^ 

où  %  et  n  sont  des  fonctions  homogènes  de  //  et  de  li  et  respec- 
tivement du  degré  n  et  du  degré  n  —  .>.. 

Le  problème  de  la  transformation  est  donc  ramené  à  la  déter- 
mination des  polynômes  B  et  II. 

3.  A  cet  effet,  portons  les  valeurs  précédentes  de  X  et  de  Y 
dans  ridenlité  (i),  en  p(>sant/=:  \u  -\-  [jlA,  puis 

^  du       ,  dh 

dy  dy 

du       ,  dh 
*  '   dx  dx 

—  -'^  _4_  0'*^^' 
"  '    dy  dy 
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el 

les  deux  membres  se  transforment  en  deux  poljnomes  en  p,  6,  p' 
et  0'  qui  doivent  être  identiques  et  dont  les  coeflicients  ne  ren- 
ferment que  «,  A,  ainsi  que  les  fonctions  inconnues  0  el  II  avec 
leurs  dérivées  partielles  par  rapport  à  11  el  /i.  En  égalant  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances  des  indéterminées,  on  obtiendra 
trois  équations  différentieiles  analogues  a  celles  de  Jacobi  el  per- 
mettant de  déterminer  B,  11,  ainsi  que  les  constantes  X,  [x  et  k. 
En  posant 

on  en  déduira  facilement  des  équations  différentielles  ne  ren- 
fermant que  z^  ^(^)>  11(^)7  leurs  dérivées  par  rapport  à  z  elles 
invariants  de  la  forme  //. 

Dans  une  prochaine  Communication,  si  TAcadémie  veut  bien 
me  le  permettre,  je  lui  soumettrai  les  formules  auxquelles  on 
arrive  par  la  méthode  que  je  viens  d'indiquer. 
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MULTIPLICATION  DES  FONCTIONS  ELUPTIQUES. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France j  t.  VI;  1877. 


1 .  Je  rappellerai  d'abord  une  formule  importante  due  à  M.  lier 
mite  («). 

Étant  donnée  une  forme  homogène,  à  deux  variables  et  du  de 
gré  m,  U(^,  J^),  si  Ton  pose,  suivant  l'usage  habituel, 

m  dx  m  dy 

on  a  identiquement 

\  L  '  •  '^  1 .  '2 . 3 

A,  B,  . .  .  désignant  des  covariants  de  la  forme  U. 
Je  transformerai  cette  formule  en  posant 

d'où 

A  —    —  y  l  —       ,,  , 

ou,  en  posant,  pour  abréger,  $U|  -f-  "^l  Uo  =  A,  x-Tj  — ,vç  =  w, 

.         A  U 

X  =  -  »         /  =  -  ■ 

Cl)  co 

En  remplaçant  respectivement,  dans  l'équatiou  (1),  kx — U,, 
\x  —  Uo,  A  et  /  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

H B  A«-3  0)5  -+- 

I .  x .  J 


(•)  Deuxième  uMc moire  sur  la  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indé- 
terminées {Journal  de  Crelle,  t.  5*2,  p.  25. 


Si  Ton  suppose  nue  U  soit  unr  forme  du  quatrième  degré,  en  dé- 
signuni  par  H  son  hes:iien,  par  J  son  covarîanl  cubiquedu  sixième 
degré,  et  par  S  son  invariant  quadratique,  il  viendra 

(î)       0»<3-,^)U(5.';)=  A'-^CIiA'..)'-*-  lJi">»-t-<SU'-îH')iu'. 

2.  En  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  membre,  od  obtient 
la  relation  suivante  : 

L>t:(S.T,)  =  (A»--îllo>'i>-^w'[4Ji-^(Sl.>— nH')«.], 

et  l'on  voit,  en  vertu  du  théorème  fondamental  d'Abel,  que  l'înlé- 
grale  algébrique  entière  de  l'équation  différentielle 

où  les  quantités  /,  et  y  doivent,  ainsi  que  dans  ce  qui  suit,  être 
remplacées  par  l'unilé,  est  fournie  par  l'équation 

i  Ji$Ui-(-T,t,i-r-(SU»-iall')(T»,  -/t)  =  o. 

3.  On  obtient  avec  une  égale  facilité  la  formule  qui  donne  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  par  5,  en  d'autres  termes, 
l'intégrale  alj;ébrique  entière  de  l'équation 


Désignant,  en  ellet,  par  a  un  covariant  inconnu  de  U,  il  suflira  de 
déterminer  ce  covariant,  de  telle  sorte  que  le  reste  de  l'opération, 
dans  l'extraction  de  la  racine  carrée  de 

soit  divisible  par  m^.  On  aui-a,  en  effet,  identiquement 

U»Ci  +  n»")'IJtE.T,)=rt-(-i^jT,  -  _>=)»[  Q(  tu, -,-r,l,)-t-Rfj7r,  —  v;)]; 

d'où  il  suit,  «'U  venu  du  théorènie  d'Abel,  que  l'intégrale  cliercbt'-e 
L  flStroumic  par  ]»  résolution  de  l'équation 
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Pour  effectuer  le  calcul,  remplaçons  pour  un  inslanl  A  par  :;  cl  w 
par  i;  on  trouvera  aisément 

(^-+-eij«(c^-+-6H5*-f-4J-H-SU«— 3Hï) 

-+-[aa(SU'-i2H2)-+-4(a2— 3H)J]^ 
-*-a2(SU»-i2Hï)— 4J»-  i2rtJH; 

en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  5',  on  a 

19112-  SU» 

"  = Ji—' 

et  le  reste  de  Topéralion  de  Textraction  de  la  racine  carrée  devient 

[(SU2— i2H«)«-4-481IJ«] 
4"J  ^ 

|(SU»— i>.HM^— 48HJ»(SU«-i2H«)-()4JM 

i6J« 

L'intégrale  algébrique  de  Téquation  (5)  est  donc  donnée  par  l'é- 
quation 

4J[(SU«— i2H»)2-t-48HJî]($U,-+-r^U2) 

—  [(SU*— i2Hî)5— 48HJ«(SU«— 12  11^)— 64J^](arr,  -  y^)=o, 

4.  On  trouverait  de  même  la  formule  qui  donne  la  multiplica- 
tion des  fonctions  elliptiques  par  un  nombre  impair  quelconque  w, 
ou,  en  d'autres  termes,  Tinlcgrale  algébrique  entière  de  Tcquation 

cf^  n  dx 

(  5  )  -7^-^^ -^     , =  o. 

V/U($,r.)        s/\}{x,y) 

lue  problème  revient,  comme  on  le  voit  par  ce  qui  précède,  à  déter- 
miner deux  polynômes  entiers  ^{z)  et  f{z)  qui  soient  respective- 

ment  du  degré et  du  degré  — ; — >  et  tels  que  Ton  ait 

(6)  ¥^{z)\\{z)=p{z)-^aLZ  +  ^, 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

W(;;)=:x;*4-6II^«-l-4J^4-Slî2— 3112, 
et  où  a  et  ^  désignent  des  covariants  de  U  indépendants  de  z. 
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La  première  méthode  qui  se  présente  pour  résoudre  ce  problème 
est  celle  que  j'ai  employée  dans  les  exemples  précédents;  en  mel- 

tant  en  évidence  les coefficients  actuellement  indéterminés 

de  F(3),  et  extrayant  la  racine  de  F^(;;)  W (-g),  on  profitera  de  Tin- 
détermination  de  ces  coefficients  pour  annuler  les  coefficients  des 

— ; —  premiers  termes  du  reste,  qui  sera  nécessairement  de  la  forme 

a  et  p  étant  des  fonctions  connues  des  covariants  de  U. 

L'intégrale  cherchée  de  l'équation  (5)  sera  alors  donnée  par  la 

relation 

a($U,^-r,U,)-^-?(^T3-.rî)=o. 

Mais  on  peut  rattacher  la  détermination  des  polynômes  F(:;)  et 
y*(5),  et  par  conséquent  du  reste  a^  4-  p,  à  la  réduction  de  l'ex- 
pression y/\V(:?)  en  fonction  continue. 
De  l'équation  (6)  on  déduit,  en  eflet, 


F(;;)vAv77)=/(5)H *1^- 


le  dénominateur  de   la  fraction  ,  ^      ^ est  du  deerré 

V{z)s/\\(z)-r-f{Z)  ^ 


n  -4-  I 


- — ,  d'où  il  suit  que  le  développement  de  F(5)y\V(3)  — /(^) 
commence  par  un  terme  de  l'ordre  de    ^^_^ 


X    « 


/(-î 


La  fraction  i.~-  est  donc  une  des  réduites  obtenues  en  dévelop- 

r  (  -3  )  r 


pant  v/W(  v)  en  fraction  continue,  celle  dont  le  dénominateur  est 
du  degré  ( )■ 


SUR   LA 
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Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France^  t.  VI;  1877. 


I.   CoiXSlDÉRATIOWS    PRÉLIMINAIRES. 

1 .  En  désignant  par  y  s  une  quanlitc  égale  à  l'unité  et  introduite 
pour  rendre  les  lorinulcs  homogènes,  soit 

un  polynôme  du  quatrième  degré  en  J7, . 

Soit,  de  plus, 

_  X 

une  intégrale  quelconque  de  Téquation 

X  et  Y  désignant  des  (onctions  de  v  dont  Tune  peut  être  choisie 
arbitrairement. 

lin  dénotant  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rapport  à  la 
variable  v,  cl  en  faisant,  pour  abréger, 

r  =  YX  -XY. 
l'équation  précédente  devient 
(■?.)  Im\.Y)^-T2. 

On  a  évidemment 

r^  YV  -  \Y  : 
je  poserai,  en  ou  Ire, 

H       Y  X  -  \Y\ 
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en  sorte  que,  des  relations  précédentes,  on  déduit 

4  X'T'=.Xe-i-X'T, 
^    ^  /   Y'T'=  Ye-.- VT. 

En  employant  une  notation  bien  connue,  je  poserai 

,,  I    rfîF(X,Y)  ,,  I    ^5F(X,Y)  „    _    I    i^/-*F(\,  Y). 

^''-  7ï  ~~d\^ — '        ^^''^V^      d\d\     '        ^''-Ti         dT^        ' 

en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  polynômes  homogènes, 
l'équation  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

X2Fh-+-2XYF„-+-YïPj5='P. 

A  cette  relation  nous  pouvons  joindre  les  deux  suivantes,  que  l'on 
obtient  en  prenant  ses  deux  premières  dérivées  par  rapport  à  v  : 

X'X.F„-+-(XY  -f-YX')F„H-  Y'Y.F„=:.  î^. 

(XX'-h  3X'«)  FnH-(XY--i-  YX'-h  GX'Y')  F„ 

TT'-hT* 

-T-(YY'-f-"n"*)Fj.= . 

i 

En  les  résolvant  par  rapport  à  V ^\,  F|2  et  Faaj  il  vient 

3T3Fi;  =  Y«^!^  —  3YY'T«T'-4-(3Y'îTh- Y>e)Tî, 

•1 

3T3F,ï  =  — XY^^  -:-  -{YX  -hXY')T2T'  — (3X'Y'T -i-  XYH)Ti, 
3T3F22=X»— -  -  3XX'T*T'-4-(3X'2T-T-X2e)T2. 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  5^,  la  deuxième  par 
:>.  ;ri,  la  troisième  par  Tj^,  Ç  et  't\  désignant  des  quantités  arbitraires, 
et  faisons  la  somme  des  résultats  obtenus  :  il  viendra 

__3T3T'(YJ-Xrj(Y';-X'7,)-i-3T-MY'$-X'Tjî, 
ou  encore,  en  remplaçant  T'(Y';  —  X/'^)  par  sa  valeur 

H(^^-\r.)-f-TiY''$-X''-v), 
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que  Ton  déduit  des  équations  (3), 

(4)  -^,n-x,y(^^) 

(  ^(Y'f,-X'T.)^-{Y$-X7.)(rj-X'rj. 

2.   Posons,  pour  abréger, 

T'—  [e  _  YX'"-  \Y^^^—  3(  Y^  V~  X'y")  _ 

■^  "~(it~   ""  ()(Y\'-XY')  ""?• 

L'équation  (4)  deviendra 

l  Ç2Fn-+-2Ïr,F,,-f-VF„r.:p(YÎ-Xv)'-4-(Y':-\'rj» 
^    ^  I  -(YS-Xrj(Y''$-X'r.). 

Comme  dans  cette  formule  Ç  et  r^  sont  arbitraires,  elle  tient  lieu 
des  trois  relations  suivanles  : 

F,,==    AX«-f-9.BXY  -f-CY2=  c5Y3-f- Y'2-YY', 

^  J  .-._2ïï)XY-^  YV-t-XV-^XY', 

(     F4j=  GX»-+-uDXY-t- KY'-r-,  ^X2-^-X2-  XX"    (i). 

Ces  formules  sont  une  conséquence  immédiate  de  la  relation  (rî); 
réciproquement,  si,  cp  désignant  une  fonction  arbitraire  de  v,  on 

détermine  des  fonctions  X  et  Y  satisfaisant  aux  trois  relations  (6)', 

X 

on  voit  que  yt=z  '-  est  une  intégrale  de  l'équation  (i). 

En  faisant,  en  effet,  dans  la  relation  (6), 

J  =  X  ri  r,  r=  Y, 

il  vient 

P^.(Y'X  — XY')«. 

L'intégration  de  l'équation  (i)est  donc  ramenée  à  Tintégration  du 
système  d'équations  simultané  (6)',  dans  lequel  o  est  une  fonction 
arbitraire  de  v,  et  à  cette  équation  on  peut  adjoindre  l'équation  (5), 
où,  comme  on  le  voit,  n'entrent  pas  les  coefficients  du  polynôme  F. 
En  particulier,  si  o  est  une  constante,  les  fonctions  X  et  Y,  sa- 


(')  Sur  ces  formules,  t'O/V  Eisenstein,  Ferncre  Bemerkungcn  zu  dcn  Trans- 
fornialionsformeln  {Mathematische  Abhandlungen,  p.  167). 
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tisfaisani  au.v  relations  (6)',  donnent  les  fonctions  B  do  Jacobi  et 
les  fonctions  Al  de  M.  VVeierstrass. 

II.  —  Formules  de  Jacobi. 
3.  Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

dj-i  dr 

(7)  -7= =  "nr-'^'^^^* 

OÙ  f(x,  y)  désigne  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré 
en  X,  la  variable  j'. étant  introduite  pour  rendre  l'expression  ho- 
mogène et  étant  égale  à  Funité. 

Soit 

X 
^.=  Y 

une  intégrale  de  cette  équation,  X  et  Y  étant  des  fonctions  entières 
de  x;  soit,  de  plus,  rfv  la  valeur  commune  des  deux  membres  de 
l'égalité  (7). 

Si,  en  vertu  de  Tégalilé 

(/    )  --: —    —  d*, 

on  suppose  X  et  Y  exprimés  on  fonction  de  v,  on  voit  que  ces 
fonctions  satisfont  au  système  d'équalions  (5)  et  (6). 

Je  transformerai  ces  équations,  en  supposant  que  X  et  Y  sont 
exprimés  en  fonction  dex,  A  cet  effet,  en  introduisant  les  dérivées 
prises  par  rapport  à  x,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (7)'. 

dx^^  ^  '  ~dx^  ^  '^  'X  dx   dx  * 

dr^'  ^'  ->.    dx-^  dx^'^         -2   dx   dx^-  ^-^  • 

"  r/.r^'^'  "    dx^-'^  "•'  -2  dx  dx' 

^._  d^\        /-         ■]  ,^  df  ^  ^  d\  dJJ^  /  . 

Kii  rrmplarnnt  \'.  \",  \  ;.  V.  V   o\  \"'  par  ces  valeurs  dans  les 
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équations  (5)  el  (6),  il  viendra 


I    \      dx^  dx   dx^  dj 

L  1  \       dx^  dx'- 1  ^/J 


2   dx       "  dx^l  -^ 


,^.        _  —  ^  ^      .^^ ^^^    .■   dx -J        j_   dyj 

^^    '^"  ~ri\^'^^         Y^'\  '^   Il    dx^ 

\     dx  dx 


et 


1  /    d^Y  d*-\\ 

(9)     .  -/^^^'-^'^)Oii-^.^) 


Le  point  important  dans  la  proposition  duc  à  Jacobi  consiste  en 
ce  que  'f  est  un  polynôme  du  second  degré  en  x.  Pour  Fétablir,  je 
remarquerai  que  la  relation  précédente  a  lieu,  quelles  que  soient 
les  quantités  ç  et  r^  ;  d'ailleurs,  X  et  Y  étant  premiers  entre  eux, 
on  pourra  prendre  pour  Ç  et  Tj  d:*s  polynômes  entiers,  tels  que 


ÏY-r,X  =  !. 


L'équation  (g)  montre  immédiatement  que  '^  est  aussi  un  poly- 
nôme entier,  el  la  formule  (S),  que  ce  polynôme  est  du  second 
degré. 

m.  —  Transformation  des  formules  de  Jacobi. 

4.  Pour  transformer  les  relations  précédemment  obtenues,  je 
remarquerai  que,  si  a,  ^,  y  et  o  sont  des  constantes  arbitraires  re- 
liées par  la  relation 

(lo)  ao  -  Py  =  '' 

l'équation  (g)  doit  encore  être  idenliquemcnl  satisfaite,  pour  une 
détermination  convenable  du  polynôme  cp,  par  les  polynômes  que 
Ton  obtient  en  remplaçant,  dans  X,  Y,  F  et/,  j-  par  ajro-4-y)'o 
et  j^  par  [Îj^o-K  ^.Ko^  pourvu  qu'on  rétablisse  l'homogénéité  de  la 
formule,  en  multipliant  le  premier  membre  par  ^'j. 

Désignons,  en  p^énéral,  par  (W)  ce  que  devient  une  fonction 
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quelconque  W  de  x  et  de  y^  quand  on  y  cffeclue  la  substîtulion 
indiquée;  il  est  clair  que  Ton  aura 

1  1     •  1  I     •  ^à{\)    dyçi)       d{f) 

et  des  relations  analos:ues  relativement  a  -j — -y  -— — -  et  —J~' 

^  axQ        oxq  dxQ 

Imaginons  maintenant  que,  celte  substitution  effectuée  dans  la 

relation  (g),  on  remplace  de  nouveau  oiXo-i-yy^  par  j?  et  ^Xo-h  Svo 

par  j^;  on  a  alors,  en  vertu  de  l'équation  (lo), 

'^  se  change  en  un  polynôme  <&  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  à  x  ely,  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  a 


et  '=' 


H; 

Si,  déplus,  on  pose,  pour  abréger, 

a.r  ri  y 


d^\ 
d.r'^ 


^dj-dy        ^    dy- 


l'équation  (())  deviendra 

cqualionqui  doitèlre  identiquement  satisfaite,  quels  que  soient  a, 

V 

'j,  ;  cl  Y,,  si  x,  ~,  -.  est  une  intégrale  rationnelle  de  l'équation  dif- 
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férenlielle 

dx{  dx 


(7) 


>J\\xuyx)       \^Ax,y) 


5.   Pour  déterminer  la  forme  du  polynôme  <&,  je  remarque  que, 
ce  polynôme  étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  x  ^ 
et  y  et  par  rapport  à  a  et  j3,  on  peut  Técrire  de  la  façon  suivante  : 

*  =  «î  w, ,  ^- 9.  «3  \v„ -+- pnv„ 

W  désignant  un  polynôme  inconnu,  homogène  et  du  quatrième 
degré  en  :r  et^,  û  un  polynôme  inconnu  homogène  et  du  second 
degré  par  rapport  aux  mêmes  variables,  et  k  une  quantité  con- 
stante. 

Faisons  maintenant,  dans  Tidentité  (i  i), 

le  premier  membre  de  cette  identité  devient  divisible  par  p^;  le 
terme  constant  et  le  terme  en  p  doivent  donc  manquer  dans  le  dé- 
veloppement du  second  membre.  En  faisant  ce  développement, 
on  trouve  facilement 

W  =  m/ 

m  désignant  le  degré  de  la  transformation,  c'est-à-dire  le  degré 
des  deux  polynômes  X  et  Y,  puis  ù  =  o. 

Le  polynôme  ^  est  donc  complètement  déterminé,  sauf  le  fac- 
teur constant  A*,  et  Ton  a 

(1-2)  4>  =  mfaî/n  -t-  2a8/„-f-  ^^/ti)-h  ki'xy  -  par)». 


»>•»< 
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L'INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION 

/  ÉTANT    UN   POLYNOME   DU    SECOND    DEGRÉ. 


HuUetin  de  la  Société  mathématique,  t.  VI;  1877. 


\.  Étant  donnée  l'équation  du  second  ordre 

où  y*  désigne  un  polynôme  du  second  degré  en  x,  on  sait  que  celle 
équation  admet  comme  solutions  une  infinité  de  polynômes  entiers 
du  troisième  degré,  à  savoir  tous  les  polynômes  du  troisième  degré 
dont  le  hessien  est  égal  k/{x).  Je  me  propose  dans  la  Note  sui- 
vante de  trouver  son  intégrale  générale. 

A  cet  effet,  je  remarque  qu'en  posant  ^-^  =^>  l'équalion  (1) 

peut  être  remplacée  par  le  système  d'équations  simullances  du 
premier  ordre 

,    ,  dx  dy  dy' 

(2)  — \  =  — -r~  =  — Tï — 5 1^  ' 

y  ^      y  ^y      ^fy  '  -h  3/V  * 
dont  le  dernier  multiplicateur  est  égal  à  l'unité,  puisque  Ton  a 

4(,-l).|(,,Hy)^s}.(c/.-i*^V-*)-.. 

Des  principes  établis  par  Jacobi,  il  résulte  qu'il  suffil,  pour  in- 
tégrer complètement  l'équation  (1),  d'en  trouver  une  intégrale  du 
premier  ordre  renfermant  une  constante  arbitraire. 


SUR  L 


d'  y       1  / dy\* 

'INTÉQR.VTION   DE   L'ÈQUATIOX  y  -7^  ~  ^\Zj      )    =  ^fi^)-  4»'^ 

Pour  l'obtenir,  je  prends  successivement  les  trois  premières  dé- 
rivées de  l'équation 


•>. 


(  3  )  y-y  -  3  y = fi/, 


a  savoir 


La  dernière  équation  s'intègre  immédiatement  et  donne,  en  dési- 
gnant par  a  une  constante  arbitraire, 

é 

(6)  r**=  ifiar"'. 

Éliminant  j^'*,  y  et  y  entre  les  équations  (.'^),  (4),  (5)  et  (6), 
on  obtient  l'intégrale  du  premier  ordre 

d'où  l'on  déduit,  en  posant 

/=  Ax*-f-B:r4-C        cl         A  =  B«-4AG=/'«-2//'', 

d'où 


S.  Je  remarque  maintenant  que,  d'après  la  théorie  due  à  Jacobi, 
le  facteur  qui  rend  une  différentielle  exacte  le  premier  membre  de 
l'équation 

(  9  )  ^    '  >''  dx  — y   ^  dy  =  o 
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est   jT  »  OU?  î*  wï  fadeur  numérique  près, 

* 


'Vy-3/>  / -^ v 


En  multipliant  Téquation  (9)  par  ce  facteur  intégrant  et   en 
remplaçant^'  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (8),  il  viendra 


3  dx  Zf'ydr  —  '^fdy         __ 


o. 


Posons  y  =  5  ^ ,  d'où  dy  =1  —  ~  :;  ^dz\  en  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'expression  précédente,  il  viendra,  après  avoir  supprimé 
le  facteur  -? 

dx  f'zdx-^fdz  _ 

S   '^  fz  s/t^-^^ifz-f^z^ 

ou  encore,  en  posant  fz  =  u  et,  par  suite,  y  =  f  ~)    , 

dx  du 

(10)  -yT    -+-    — — r  -    -     =   o. 

L'équation  (i)  s'intègre  donc  complètement  au  moyen  des  fonc- 
tions elliptiques  et  celte  intégrale  est,  en  désignant  par  a  et  ,3  deux 
constantes  arbitraires, 


dx       /•  du  Q 


J    f      J   uJl 


y/A  H-  4  «  w  —  ""^ 

OÙ  w  doit  être  remplacé  par  sa  valeur /j'  '* . 

3.  Comme  je  l'ai  fait  observer  au  début  de  cette  Note,  l'équa- 
tion (1)  admet  comme  solutions  une  infinité  de  pol^'nômes  entiers  ' 
en  considérant  l'intégrale  intermédiaire  (9),  on  voit  immédiate- 
ment que,  pour  ces  solutions,  a  doit  être  nul,  et  il  est  facile  de  voir 
011  elVel,  que,  dans  ce  cas,  réqiialion  (10)  s'intègre  algébriquement. 
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Pour  Tune  quelconque  de  ces  solutions,  on  a  ainsi 

/y  -  3/>/  -h  l  />«  4-  9/«  =  o, 

ou  encore,  en  multipliant  le  premier  membre  par  4/^^  ^^  décom- 
posant ses  premiers  termes  en  la  somme  de  deux  carrés, 

(i/y-  3/»«-i-  9(a//'-  4/'« )/«-+-  36/>  =  o. 

Pour  employer  les  notations  habituelles,  si  nous  posons /*=  H, 
^  =  U  et  2/y  —  3/'y  =  3  J,  il  viendra 

jî_  AU«4-4H»=o. 

C'est  la  relation  bien  connue  qui  existe  entre  les  covariants  d'une 
forme  cubique. 


SUR    L'ATTRACTION   QU'EXERCE 

UN   ELLIPSOÏDE  HOMOGÈNE 

Sl'R    UN   P01>T    EXTÉRIEUR. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences» 

t.  LXXXVI;  1878. 


X*        Y*        Z* 

Considérons  rellipsoïde  —  -I-tjH — î  =  i  et  un  point  M  exlé- 

riciir  à  cet  ellipsoïde  et  ayant  pour  masse  Tunité.  En  désignant 
par  x^y^  z  ses  coordonnées,  par  p  la  densité  uniforme  de  la  ma- 
tière qui  forme  Tellipsoïde  et  par  k  une  quantité  constante,  la 
valeur  du  potentiel  du  point  M,  relativement  à  Fellipsoïde,  est 
donnée  par  la  formule 


Pinlégrale  triple  s'étendant  à  tous  les  points  situés  dans  ^intérieur 
de  Tellipsoïde.  D'après  une  formule  due  à  Jacobi,  le  facteur 


est  eiçal  a  —  /      ;i; v-^ — * 7-r^ ; — 

"         'i'T.J^     \  —  ^-4- t  (Y  —  j^)  cosp -h  i(Z  —  ^)sin^ 

On  a  donc 


dXdXd'Lil^ 


coscp  -+-  /(Z-^5)sin©* 

le  point  M  étant  à  l'extérieur  de  l'ellipsoïde,  la  quantité  sous  le 
signe  /  ne  devient  jamais  infinie.  On  peut  donc  intervertir  Tordre 
dos  intégrations  et  écrire 

^  ^  _  h  r^'j^  r  r  r d\d\d'A 


.SUR   l'attraction   qu'exerce   un   ellipsoïde   sur   un   rOINT  EXTÉRIEUR.      4'^7 

Faisons  un  changement  de  variable  en  posant 


on  aura 

>17C 


abc-        '1T.I      ''v./jl^ 


ff^dridi; 


-v-Mr, -+-IN!;-  l' 


équation  où  j'ai  posé,  pour  abréger, 
L  =  a,     M  =  «Acos<p,     N  =  «csincp,     et     P  =  x -h  ijrcos^ -^  izsln^. 

L'intégrale  triple  s*étend  à  tous  les  points  situés  dans  l'intérieur 
de  la  sphère  ^^  -+-  r/-*  -4-  JJ^*  =  i .  Elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 


y/U^Mi^^iJJJ 


d^dridri 


A  désignant  la  distance  du  point  (Ç,  7;,  ^)  au  plan  II,  dont  Téqua- 

lion  est 

LX4-MY-+-NZ— P=o. 

Il  est  facile  de  Tévaluer.  Menons,  en  cnfet,  deux  plans  infini- 
ment voisins  parallèles  au  plan  II;  soient  respectivement  t  et 
l  -hdl  les  distances  de  ces  plans  au  centre  O  de  l'ellipsoïde;  soit 
enfin  D  la  distance  du  point  O  au  plan  H.  Les  deux  plans  infini- 
ment voisins  découpent  dans  la  sphère  une  couche  dont  le  volume 
est  7w(i  —  l^)dt\  tous  les  points  de  celte  couche  sont  d'ailleurs  à 
une  distance  du  plan  II  égale  à  D  —  l;  la  partie  de  l'intégrale 
triple  relative  à  celte  couche  est  donc  égale  à 

TT  (\—t^)dt 


et  la  valeur  de  l'intégrale  triple  elle-même  est 


^î 


Si  l'on  remarque  maintenant  que  P^Dy/L*  +  M  -|-  JN^,  en  rempla- 
çant L,  M,  N  et  l*  par  leurs  valeurs,  il  viendra  dérmilivemcnt 


/ 
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[-.'intégration  relative  à  t  s'effectue  immédiatement;  je  conser- 
verai néanmoins  la  formule  précédente  sous  cette  forme. 

On  peut  remarquer  que  le  premier  membre  est,  à  un  facteur 
constant  près,  le  rapport  du  potentiel  à  la  masse  de  Tellipsoïde; 
il  est  clair  d'ailleurs  que  le  second  membre  ne  change  pas  quand 
on  remplace  l'ellipsoïde  considéré  par  un  ellipsoïde  homofocal. 
De  là  résulte  immédiatement  l'importante  proposition  de  Ma- 
ciaurin  :  Les  potentiels  d'un  même  point  relativement  à  deiuc 
ellipsoïdes  homofocaux  sont  proportionnels  aux  masses  de  ces 
ellipsoïdes. 

Si  la  surface  est  de  révolution  et  si  l'on  a  6  =  c,  l'intégration 
relative  à  »  s'effectue  immédiatement,  en  vertu  de  la  formule  de 
Jacobi  rappelée  plus  haut,  et  l'on  a 

V  /         75  r^^  (ï-t^)d( 

en  effectuant  ensuite  l'intégration  relative  à  I,  on  obtiendrait  la 
formule  bien  connue  qui  donne  explicitement  la  valeur  de  V. 

En  terminant,  je  ferai  observer  que  la  méthode  employée  ci- 
dessus  pour  déterminer  l'intégrale  triple 


/// 


d\  dr,  dX, 


Lt4-M7i^NÇ— P 


suppose  essentiellement  L,  M,  N  et  P  réels.  On  pourrait  donc 
avoir  des  doutes  sur  la  légitimité  de  son  emploi  quand  ces  quan- 
tités sont  imaginaires;  mais  une  autre  méthode  très  simple, 
quoique  un  peu  moins  brève  que  la  précédente,  conduit  également 
à  la  valeur  que  j'ai  donnée  ci-dessus. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VI;  1878. 


1.  Soit  à  intégrer  réquation  du  premier  ordre  dy — y  dx  =  o, 
où  y  est  déterminé  par  Inéquation 

(1)  V(r,j',y)=a 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

M  étant  le  multiplicateur  propre  à  rendre  dy  — y  dx  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  peut  supposer  que,  dans  son  expression,  on  ait 
remplacé  a  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1)  ;  M  sera  donc  une 
fonction  de  x^y^y\  telle  que 

^\{dy—ydx) 

soit  une  différentielle  exacte. 

D'où  Ton  déduit  l'équation  de  condition 


dM 


dM  dv'       dM     ,      /„         .dMxdy' 
dy'   dx        dy'        \         -^    dy  I  dy 


dx 

L'équation  (1)  donne  d'ailleurs  les  relations 

c/V       d\  dy'  d\       d\  dy' 

dx        dy    dx  dy       dy   dy 

Tirons  de  ces  relations  les  valeurs  ^le -7-  et  --^,  et   porlons-les 
dans  Téqualion  précédente,  il  viendra 


( 


^V  d\{        d\  dM  ,  (d\  ^        dy_  d]^\       M  ^'  _  „ 

^-  dx  dy'        dy'    dx  "^   ''   [dy  dy'     "  dy'    dy)''~  '     dy  "   "' 
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Celle  équalion  doil  élre  idenliquement  salisfaite  quand  on  j  rem- 
place y  par  sa  valeur  lirée  de  (i),  et,  comme  a  est  arbitraire,  elle 
doil  <^ Ire  satisfaite  quel  que  soitj^. 

Le  facteur  d*intégrabilité  M  est  donc  déterminé  par  l'équation 
aux  différences  partielles  (2),  où  x^y  et  y  doivent  être  considé- 
rées comme  trois  variables  indépendantes. 

Il  suffit  de  trouver  une  solution  particulière  quelconque  de  cette 
équation  et  de  remplacer,  dans  cette  solution,  y  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  (1). 

Quant  à  la  solution  générale  de  l'équation  (2),  il  est  évident 
qu'elle  se  ramène  à  la  solution  de  l'équation  (i)  elle-même. 

2.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  suivant  : 
Trouver  toutes  les  fonctions  V(x,^',j')  telles  que,  j''  étant  dé- 
terminée parla  relation  (i),  V(:r,y, jk')=  a,  l'équation 

djr  —  y  dx  =  o 

admette  comme  facteur  d'intégrabilité  une  fonction  donnée  M  de 
:r,yeiy. 

Si,  dans  l'équation  (2),  on  regarde  V  comme  la  fonction  incon- 
nue, on  voit  immédiatement  que  Tintégralion  de  cette  équation 
dépend  de  Tintégration  du  svstème  suivant  d'équations  aux  diffé- 
rentielles ordinaires  du  premier  ordre  : 

(3)  ''"  '*"  ''»'' 


on  a  identiquement 

d   dM        d  f^,  dM\        d   (dM         ,dM\ 

di  7^'  -^  d^r-^-^"  dy)-  dy\d-.-^  ^  dy)  =  ''' 

Le  dernier  multiplicateur  du  s\slème  d'équations  (3)   est  donc 
l'unité. 

Supposons  que  nous  avons  trouve  une  solution  V( x,  y,  y'^  =  % 
du  problème  proposé,  d'après  les  principes  donnés  par  Jacobi,  ou 
obtiendra  une  seconde  solution  du  système  (3),  en  posant 


(3)' 


J  '/y 
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y  étant  remplacé  sous  le  signe  somme  par  sa  valeur  déduite  de(i) 
et  ^  désignant  une  constante:  non  seulement  la  quantité  sous  le 
signe  somme  sera  une  diflerentielle  exacte,  comme  on  le  sait  par 
les  propositions  ducs  à  Jacobi,  mais  encore  l'intégration  pourra 
toujours  s'effectuer  effectivement. 

La  solution  la  plus  générale  du  problème  est  ainsi  donnée  par  la 
relation  suivante,  où  F  désigne  une  fonction  arbitraire, 

(4)  F(a,?)  =  const., 

où  a  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  (i);  et  IVquation 
dy  — y' dx  =  o,  où  la  valeur  de  y^  est  fournie  par  Téquation  (4), 
admet  comme  facteur  d'intégrabilité  Texpression  M(x,  Vj  j^),  où 
y  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  (4). 

3.  Soit /(or,  j*,  a)  une  fonction  quelconque  de  jr,  y  et  d'une 
constante  arbitraire  a;  en  posant 

l'équation  rf)^  — y  dx  =  o  admet  évidemment  comme  facteur  d'in- 
tégrabilité  l'expression 

dy 

quelles  que  soient  les  fonctions  0  et  F. 

Je  suppose  que,  dans  cette  expression,  on  ait  remplacé  a  par  sa 
valeur  tirée  de  l'écpiation  (5),  et  je  me  propose  de  trouver  toutes 
les  équations  qui  admettent  M  comme  facteur  d'Intégrabilité. 

Pour  cela,  on  a  à  intégrer  le  système  d'équation  (3)  dont  une 
première  intégrale  est  donnée  par  l'équation  (5),  où  a  désigne  une 
constante  arbitraire;  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  une  seconde 
intégrale  sera  donnée  par  l'équation  (3)',  qui  devient  alors 


ou  encore 


o 
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On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (4), 

dy'  __  dx  d%  dy       dy  dv.  dx 

~d%  "        JWy 

\dy) 


En  substituant  cette  valeur  de  -^  dans  Fexpression  précédente 
et  en  intégrant,  il  vient 

*(*)F'(/)^+*»F(/)=P; 

d'où  cette  conclusion  : 

Quelles  que  soient  les  fonctions  <ï>,  8  et  F,  le  facteur  d'inté- 
grabilité  de  l'équation 

dy  —y'  dx=zo, 
où  y  est  déterminé  par  la  relation 

(6)  4»(a)F(/)^  +  4>'(a)F(/}-4-e(a)=o, 

relation  dans  laquelle  ol  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  dé- 
duite de  r équation  (5),  est 

a  étant,  dans  cette  expression,  remplacé  par  sa  valeur  tirée 
de  l'équation  (6). 

4.  La  proposition  précédente  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

En  désignant  par  4>,  W  et  B  des  fonctions  arbitraires,  on  peut 
toujours  ramener  aux  quadratures  l'intégration  de  Inéquation 

^.j  'l»(a)F'(/)^-f-n-(a)F(/)-4-e(3t)=o, 

a  riant  dvlcrminc  par  V équation 

'if  .  df 

dx       •      dv 
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En  eflTet,  si  0  n'est  pas  identiquement  nul,  on  pourra  facilement 
ramener  Téquation  précédente  à  la  forme  de  Téquation  (6). 

Si  <ï>=o,  Téquation  peut  se  ramener  à  la  forme  /=o(a), 
a  étant  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  (6)  et  son  intégrale  est, 
comme  l'a  remarqué  Lagrange, 

/(a^.  7,  «)  =  ?(«). 
a  désignant  une  constante  arbitraire. 

5.  Je  ferai  remarquer  encore  que,  Péquation  (6)  ne  détermi- 
nant y  qu'à  une  constante  arbitraire  près,  on  peut,  dans  celle 
équation  remplacer  /  par  f-^-  [^(a),  [x  désignant  une  fonction 
arbitraire  de  a. 

On  sait  donc,  quelles  que  soient  les  fonctions  <ï>,  W^  ©,  [x  etf^ 
intégrer  V équation 

*(a)F'f/-f-H^(«)][^{  +  HL'(a)] 

-t-^*(a)F[/H-  |ji(a)l-+-e(a)=o, 

ou  7.  doit  être  remplacé  par  sa  t^aleur  tirée  de  V équation 

df        ,df 

6.  Soit,  pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple,  f=J'  —  a-r; 
on  en  déduit j^=  a. 

D'où  il  suit  que  l'équation 

dy  —  y  dx  =  o, 
où  y'  est  déterminée  par  l'équation 

...  j*'(y)FLy-^y+9(y)l 

^^  I     ^xny)  ^'[y  -  ^y  +  ?(/)]+ e(y)=  o, 

a  pour  facteur  d'intégrabilité,  quelles  que  soient  les  fonctions  0, 
F,  0  eto,  l'expression 
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oii  y  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  (8). 
Faisons,  par  exemple, 

©(/)=o,        *(/)=!,        F(/)  =  — ^«        et        e(0='*» 

on  aura 

y^  —  •!  x^  y  H-  9. xy  =  <)  ; 

d'où  Téquation  difTérentielle 

(/y  —  (  jr*  -H  v^-P*  —  'Ji  .ry  )  dx  =  o, 

dont  un  facteur  d^intégrabilité  sera 

y  —  X*  —  X  ^x^ —  'ixy . 
Effectivement,  on  a 

{y  —  x^  —  .r  ^x^  —  o.xy)\dy  — {x^-^^x^ —  'H^y)  dx\ 
=  \y  —  x^ —  X  /î*— ^Tr^)  dy 

—  [S^x*  —  J?*H-(^  —  ax*)  /j7^ —  'ixy^  dx, 

expression  qui,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  est  une  différen- 
tielle exacte. 


SUR  L'INTÉGRALE  C zTcTi^'^'^h. 


iiuHetin  de  la  Société  mathématique  de  France ^  l.  VII;  1K78. 


1.  Je  suppose,  dans  toiil  ce  qui  suit^   que  n  soit  un  nombre 
entier  positif.  On  a  évidemment 


_5«  5' 


f^'^e"^  '^"'"  dz=-e~~^^'"  e«  -^  U„   r'^~«  ^"'  dz-^-\,, 
•/d  «''0 

B;,  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  en  5,  U,,  et  V,,  deux  po- 
lynômes entiers  en  x>  Si,  pour  mettre  les  variables  en  évidence, 
on  écrit  pour  un  instant  6m(^,  x)  au  lieu  de  6/,,  on  a  d'ailleurs 

v«  =  e„(o,j'). 

En  dérivant  l'équation  précédente,  on  a 

az 

et  de  celte  relation,  pour  /i  =  o,  /i  =  1  et  n  =  2,  on  déduit  facile- 
ment les  systèmes  de  valeurs  suivants 

En  général,  de  Tidcntité 

on  déduit 

(•2)  U«-Hi  =arU;,-f-arU«-i 

et 

(3)  %n+\  =  -«-h  arO;,  -f-  n%n-\- 

2.  La  relation  (2),  jointe  aux  valeurs  données  de  Do  et  de  U|, 
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montre  immédialeinenl  que  les  polynômes  \J„  sonl  précisément 
ceux  qui  ont  été  considérés  par  M.  Hermite,  au  sujet  du  dévelop- 

pcment  de  f  *      *  en  série  (*),  dans  le  cas  particulier  où  l'on 

a  a  =  —  I  etA  =  —  z. 

Ces  polynômes  peuvent  donc  être  définis  par  Téquation 

(4)        c*        =  Uo-+-U,3 -+- -— 5«-f-...-^ T^î ^«-t- 

3.  De  l'égalité 

on  déduit,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 
à  j:, 

—  e    * 


-"-^"' •-'-**"  t-^-i 


dS  a  _,         -^-f-5.r         ^, 

d*oii  les  relations  suivantes 


r/0 


(  •  )  Sur  un  nouveau  développement  en  série  des  fonctions  (  Comptes  rendus 
(le  r  Xcnilémie  des  Sciences,  S  février  \Xi\\^  l.  I.^I^}. 
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-i.   On  en  déduit  facilement  ces  équations 


et 

d^Vn  dVn 

(7)  ^^^.^a:^^^nV.=o, 


qui  ont  été  données  par  M.  Hermile. 
Posons,  pour  abréger, 

SX 

on  aura  les  relations  suivantes 


et 


d'où 


.1» 


ti  ti  dlln  -,      ^'—-^zx 


nll„-i  =  -^'  -^e     »         (U„  — 5«) 


et 

X* 


d^n  dlln  „  -V^-^/  ,  it  dVn\ 

11  est  remarquable  que,  le  polynôme  U«  étant  une  solution  de 
l'équation  linéaire  du  second  ordre 


la  fonction 


satisfasse  à  Téquation 


y-^xy-'ny  =  o, 


X* 
— -4-  ZX 


.1» 


qui  ne  difTcrc  de  la   précédente  que  par   la  présence  du   second 
membre. 
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5.   Les  fonctions  B   pcnvenl  s'exprimer  facilemcnl  au  moveo 
(les  fonctions  U. 
On  a,  en  efl'et, 

(9)  Qn+i  =  1A,„,„U;„        (w  =  o,i,  2,  ... ,  n), 

où,  en  posant,  pour  abréger,  n  —  /n  =  u., 

Cm  -4-  i)(m  -h  2)(/7i-i-  3) 


1.2.3 


(|jL-3K{^-4)(lx-5);:l^-«... 


Le  terme  constant  de  cette  expression  est  nul  si  /x  est  impair,  et, 
si  [X  est  pair,  égal  à 


(  m  -h  I )(  m  -+-  2 ). . .  (  /;i  H-  -  J 


I.A»\7..«     "^ 


Par  suite,  en  faisant,  dans  la  relation  (()), 


c  =  o, 


il  vient 


(10)        V«+,  =  U„-+-  (/i  — i)U„-2-+-(ai  — 2)(/e  —  3)U/,_4  -h 


6.   En  faisant  ;;  =  x  dans  l'équalion  (1),  il  vient 

/     ="<-     '"    '    dz  =  U„  /     c~  i  ■^'■"  </;  +  V,„ 

A    /  V.  A      '  .k 


•-   0 


ou  encore 


.  ^0  »^  0 


00 

I 

i« 

— 

.r^^ 



c 

2 

-+- 

V«c' 

2 

Posons  J  —  .r  =  /,  il  viendra 


t  _.  y 


•1 
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0 


El      z"e    i      '    dz.  4 '9 

formule  où  figure  dans  le  premier  membre  l'inlëgrale  multiple 


.r« 


d'ordre  n  de  la  fonction  e    * . 

Ces  intégrales  multiples  donnent  donc  naissance  aux  mêmes 
polynômes  U,i  qui,  dans  la  théorie  développée  par  M.  Hermite, 


J-» 


proviennent  des  dérivées  successives  de  la  fonction  c  *. 


SUR  LES 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 

DU  TROISIÈME  ORDRE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences, 

t.  LXXXVIII:  1879. 


1.  Élant  donnée  une  équation  diflTérentielle  linéaire 

A  -j-^  H-  B  -7 — ^  -f-  . . .  -f-  K  -r-  -f-  L  =  o. 
dxf*  dx'^-^  dz 

on  peut  lui  faire  subir  deux  transformations  diflfércnles,  de  telle 
sorte  qu'après  les  transformations  elle  conserve  encore  la  même 
forme. 

On  peut  d'abord  changer  de  variable  en  posant  ^=y(s), 
puis,  celle  substitution  effectuée,  changer  d'inconnue  en  posant 
y=z  y i^z)u.  Les  diverses  transformées  que  l'on  obtient  ainsi,  en 
donnant  aux  fonctions /( 2:)  et  V(5)  toutes  les  formes  possibles, 
peuvent  être  considérées  comme  appartenant  à  une  même  classe. 

Ainsi,  toutes  les  équations  différenlielles  de  second  ordre  ne 
forment  qu'une  seule  classe  et  sont  toutes  réductibles  à  un  Ijpe 

unique,  par  exemple  à  l'équation  ^-=^  =  o;  mais  on  ne   sait    pas, 

au  moyen  de  simples  quadratures,  opérer  effectivement  cette  ré- 
réduction, ni,  deux  équations  du  second  ordre  étant  données, 
trouver  les  transformations  qui  permettent  de  passer  de  l'une  à 
l'autre. 

2.  Des  circonstances  entièrement  différentes  se  présentent 
dans  la  théorie  des  équations  différenlielles  linéaires  du  troi- 
sième ordre. 

Considérons  l'équation 

( I  )  -r~:  -^  5 1     r  ,  -+-  3 Q  -y-  -4-  H  V  =  o. 
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et  supposons  que,  après  avoir  fait  successivement  les  transforma- 
tions X  z=f(^z)  ely  =  y{z)iij  elle  devienne 

Je  considérerai  d'abord  les  expressions  e'^^^"^  et  e"^^*^^,  intro- 
duites par  M.  Liouville  dans  l'étude  des  équations  linéaires;  on 
voit  facilement  que  l'on  a  identiquement 

la  fonction  e"*^**''^  constitue  donc,  relativement  à  Téquation  (i), 
un  véritable  invariant  qui,  après  les  transformations,  se  reproduit 
à  un  facteur  près  dépendant  uniquement  des  transformations 
opérées. 

3.  On  obtient  un  second  invariant  de  Téquation  (i)  en  consi- 
dérant la  fonction 

dP       rfP3  dO 

si,  en  effet,  on  forme,  relativement  à  l'équation  (2),  la  fonction 
semblable 

lo  =  4  HJ  -h  6P0  -jz-  -+■  -^ T)  PoQo  —  3  -jj  -f-'iRo, 

on  a  l'idenlilé 

")  '-"{Êï- 

1  est  donc  encore  un  invariant  de  l'équation  (i)  qui  ne  change  pas 
de  valeur  lorsqu'on  change  l'inconnue. 

En  combinant  entre  eux  les  deux  invariants  précédents,  je  con- 
sidérerai encore  l'invariant  J^e^-^***"!  qui  donne  lieu  à  la 
relation 

(4)  J0  =  JV3(<S) 

et  qui,  on  le  voit,  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  change  de 
variable. 
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4.  Proposons-nous  maintenant  de  reconnaître  si  deux  équa- 
tions données  (i)  et  (2)  appartiennent  à  la  même  classe.  Si  cela  a 
lieu,  en  intégrant  l'équation  (3),  on  aura 

a7=/(j?,  a), 

a  désignant  une  constante  arbitraire;  cette  valeur,  portée  dans  la 
relation  (4),  déterminera  V(:;),  et,  si  les  équations  appartiennent 
effectivement  à  la  môme  classe,  on  devra  pouvoir  disposer  de  l'ar- 
bitraire a  de  telle  sorte  que,  par  les  transformations  indiquées, 
Téquation  (2)  résulte  de  l'équation  (1). 

5.  Toutes  les  équations  du  troisième  ordre  peuvent,  en  effec- 
tuant de  simples  quadratures,  se  ramener  à  une  forme  réduite  ne 
renfermant  qu'une  fonction  arbitraire.  Si,  en  effet,  on  intègre 
Téquation  (3)  en  y  faisant  1©  =  1,  on  en  déduit  une  transformation 
telle  que  l'invariant  1  de  la  transformée  est  égal  à  l'unité;  de 
même,  en  faisant  Jo=  i,  on  déduit  de  l'équation  (4)  une  nouvelle 
transformation  telle  que  la  transformée  manque  du  coefficient  du 
second  terme,  son  invariant  I  demeurant  d'ailleurs  égal  à  l'unité. 

Cette  transformée  sera  donc  de  la  forme 

Si  Ton  considère  une  autre  équation  sous  sa  forme  réduite 

dz^  ^  dz       L      V    /       2  J  ' 

il  est  clair  que  ces  deux  équations    appartiendront  à  la   même 
classe  si,  en  déterminant  convenablement  une  constante  a,  on  a 

identiquement 

V{x  -h  a)  =  <l>(.r). 

6.  Les  considérations  qui  précèdent  supposent  essentiellement 
1  différent  de  zéro.  Si  1  =  o,  il  j  a  une  relation  homogène  du  se- 
cond ordre  et  à  coefficients  constants  entre  trois  solutions  quel- 
conques de  l'équation  donnée.  Son  intégration  se  ramène  alors  à 
l'intégration  d'une  équation  du  second  ordre. 
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7.  On  peut,  en  môme  temps  que   Téqualion  (i),  considérer 
Téquation  adjointe  de  Lagrange 

rfTi-33i(P«)-^3^(Q«)-R«  =  o; 

si  Ton  désigne  par  I  et  J  les  deux  invariants  de  Tëquation  (i), 
et  par  Iq  et  Jq  '^s  mêmes  invariants  relatifs  à  Téquation  adjointe, 
on  a 

I,  =—1        cl        jj,=__. 


SUR  QUELQUES  INVARIANTS 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNÉAIRES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^ 

l.  LXXXVIII;  1879. 


1.  Soit  une  équation  difTérentiellc  linéaire  du  n'*°*  ordre 

la  lettre  A  représente  ici  l'unité  et  n'est  introduite  que  pour 
mettre  mieux  en  évidence  les  rapports  qui  existent  entre  les  inva- 
riants de  l'équation  différentielle  et  les  covariants  de  la  forme 
algébrique  correspondante 

1.2  ' 

Comme  j'emploierai  parfois  la  notation  de  Lagrange  pour  désigner 
les  dérivées  d'une  fonction,  les  diverses  quantités  A',  A*^,  A'", .  . . , 
quand  je  croirai  devoir  les  introduire,  devront  être  regardées 
comme  identiquement  nulles. 

2.  Les  équations  différentielles  linéaires  peuvent  être  transfor- 
mées de  deux  façons  différentes,  en  posant  d'abord  x  =.f(^z)^  ce 
qui  change  la  variable,  puis  en  posant^  =  ^(5)  Uy  ce  qui  change 
la  fonction  inconnue. 

Certaines  fonctions  des  coefficients  d'une  équation  différen- 
lielle  ne  constituent  des  invariants  de  cette  équation  que  relati- 
vement à  l'un  de  ces  modes  de  transformation.  On  peut,  pour 
éviter  toute  confusion,  les  désigner  sous  le  nom  de  scmi-inva- 
riants;  dans  cette  Note,  je  m'occuperai  spécialement  des  semi- 
invariants  qui  sont  relatifs  aux  changements  de  fonction. 

3.  On  sait  que  l'on  peut  toujours,  en  posant  y  =x;w,  faire 
disparaître  le  second  terme  d'une  équation  différentielle  linéaire, 
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z  désignant  l'invariant  de  M.  Lion  vil  le  e      ^     ;  celte  transforma- 
tion ne  peut  évidemment  se  faire  que  d'une  seule  façon. 
Il  en  résulte  que,  si  Ton  désigne  par 

d^*u        n(n  —  I  )  --  d'*-^u        n(  n  —  \)(n  —  i)      d^-^u 

_  —  _j_  n  __ _4_  _ Q . 

ax'*  I .  -2  dx"-^  j .  '2 . 3  or'»-* 

n(n—  i)( n  —oMn  —  3)  „  d^-^u 
I.-2.3.4  rfx'*-* 

Téqualion  transformée,  les  fonctions  H,  0,  Z,  ...  sont  des  semi- 
invariants  de  Téquation  différentielle  donnée.  Ces  semi-invariants 
présentent  d'ailleurs  la  plus  grande  analogie  avec  les  covariants 
associés  à  la  forme  Y  (  *  ). 

4.  En  effectuant  les  calculs,  on  trouve  aisément 

I!  =  AC  — B»-(AB'— BA), 

e  =  A«D  —  3  ABC  -4-  -2  Bî  —  ( AB'—  BA'),     ... 

Le  semi-invariant  II  est  corrélatif  du  hessien  de  la  forme  Y;  il 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Il  reste  invariable  quand  on  change  la  fonction  inconnue. 

2"  Il  conserve  également  la  même  valeur  quand  on  considère 
l'équation  adjointe  de  Lagrange. 

3"  Si  l'on  effectue  la  transformation  la  plus  générale,  en  posant 
d'abord  x  =f(^z)^  puis y=:\(z) u,  en  désignant  par  Ho  le  semi- 
invariant  relatif  à  la  transformée,  on  a 

"'^  -  \7h)    \  [d^J   **  6~  [dx  ^  "  î  [d^^J  j 

î).  Si  l'on  veut  obtenir  une  transformée  pour  laquelle  IIo  soit 
nul,  on  doit  intégrer  l'équation 

\dx/  6      l^dx  dx^        -2  \dx 

c|ui,  en  posant 

dz  _    i 
dx       o>* 


(  '  )  IIermite,  Second  Me/noire  sur  la  théorie  des  /onctions  homogènes  à  deux 
indéterminées  {Journal  de  C  relie,  t.  5?.  p.  •;•')). 
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se  réduit  ù  une  équation  linéaire  du  second  ordre.  Celle  équalion 
étant  intégrée  et  la  substitution  x=/(z)  ayant  élé  délerminée 
de  telle  sorte  que  H  soit  nul,  faisons  un  changement  de  fonction 
de  telle  sorte  que  le  second  terme  de  Téqualion  disparaisse; 
Tinvariant  II  demeurera  nul,  et  sa  valeur  montre  que,  B  étant 
nul,  C  Test  également.  On  obtient  donc  une  transformée  dans 
laquelle  le  deuxième  terme  disparait  ainsi  que  le  troisième,  et  il 
suffit,  pour  opérer  cette  réduction,  d'intégrer  d'abord  une  équa- 
tion linéaire  du  second  ordre,  puis  d'effectuer  une  quadrature. 

6.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  considérons  l'équa- 
tion linéaire  du  troisième  ordre.  En  appelant  1  l'invariant  de  cette 
équation,  dont  j'ai  donné  la  valeur  dans  ma  précédente  Commu- 
nication, on  a 

I  =e  — Jl!'. 

Quand  I  =  o,  on  voit  que,  si  M  est  nul,  il  en  est  de  même 
de  6;  donc  les  équations  linéaires  du  troisième  ordre,  pour  les- 
quelles l'invariant  1  est  nul,  sont  réductibles  à  l'équalion  tjpe 

d'où  les  conséquences  suivantes,  que  j'avais,  du  reste,  énoncées  : 
1°  l/inlégralion    de   ces  équations    se    ramène  à    l'intégration 

d'une  équation  du  second  ordre. 

a"  Les  intégrales  de  l'équation  (  i  )  élant  respectivement  i ,  z^  z^. 

quantités  entre  lesquelles  a  lieu  l'identité 

il  y  a  entre  les  intégrales  d'une  é(|uation  dont  l'invariant  1  est  nul 
une  relation  homogène  du  second  degré  et  à  coefiicients  con- 
stants. 

3"*  Iléciproqucmenl,  si  une  pareille  relation  existe  entre  les 
intégrales  d'une   équalion    du   second   ordre,   on   peut   la   mettre 

sous  la  forme 

i/c  —  «'*  =  o . 

//,  r  eï  tr  dt'signanl  irois  de  ces  intéi»ralcs  convenablement  choi- 
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sies.  Par  une  Iransformalion  générale,  on  peut  donc  obtenir  une 
équation  dont  les  intégrales  soient  i,  z  cl  z-;  en  d'autres  termes, 
Péquation  est  réductible  au  type 


—  o, 


et  son  invariant  I  est  identiquement  nul. 


C'dx 


SUR  L'INTÉGMLE  T^ 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France^  t.  VII;  1879. 


I. 
1.  L'intégration  par  parties  donne,  en  posant 

V  {X)  = --H r  — .  .  .± > 

X  X^  X^  X'^ 

la  relation  suivante 

e-*  dx  ^ .    .  /**  e-'  dx 


(0 


r   <?-*  dx  r 


xn-^-ï 


La  série  que  l'on  obtient  en  faisant  croître  indéfiniment  n  dans  le 
polynôme  F (x)  est  nécessairement  divergente  pour  toute  valeur 
de  X,  quelque  grande  qu'on  la  suppose.  Néanmoins,  pour  de 
grandes  valeurs  de  la  variable,  elle  peut,  en  ne  tenant  compte 
que  des  premiers  termes,  fournir  une  valeur  très  approchée  de 
Tinlégrale  considérée  (*). 

Je  me  propose,  dans  la  Note  qui  suit,  d'obtenir  le  développe- 
ment en  fractions  continues  du  polynôme  Y{x), 

2.  En  posant,  pour  abréger,  N  =  di  i  .  2 . 3 . .  .  n,  on  a 

d'où 

(2)  F'(x)  =  F(^)  — 1  ^ 


X        a:«-^» 


(')  Hclativcmcnt  à    ces  séries  demi-convergentes,  voir  la  Note  de  M.  Hcrmite 

Sur  l'intégrale  j      —  dz,  insérée  dans  les  Actes  de  l'Académie  royale 

de  Turin  (17  novembre  i'^7S). 


4^0 

.r 

Soit  -/t—-:  une  réduite  du  polynôme  F(x)  dont  le  dénominateur 
soit  d'un  de<^ré  m  ^  -  •  On  a 

d'où 

ou  encore,  en  vertu  de  la  relation  (2),  cl  en  remarquant  que  2 m 
rst  au  plus  égal  à  /î, 

0'(X)  f(  X  )  —  /'(  t)  o(  T)  Cp(j-)  I  /       *l \ 

OU  encore 

(3)  x['^'(x)/{x)-f(x)o(x)-o(x)\^p(x)  =  \. 

A  désignant  une  quantité  constante. 

3.  Formons    maintenant   Téquation  linéaire   du  second   ordre 
Mj^" —  Nj^  -H  Vy  =  o,  qui  a  pour  solutions 

/•*  e-^c/x 
ri=/{^)        et       yi=o(x)e-^—/(x)  —    -; 

on  a,   en  vertu  d'une  formule  bien  connue, 

N        d 

Or,  un  calcul  facile  donne,  en  tenant  compte  de  la  relation  (3), 

X 

on  a  donc 


sï  =  -('^î) 


(*)  Je  désigne  {;énéraleincnt,  cl  en  faisant  abstraction  des  valeurs  des  coefti- 

cients,   par   (  —  ]  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  .r 

I 
Cl  coninienrant  par  un  terme  en  —  • 
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d'oii  il  suit  que  le  polynôme  y  (x)  satisfail  à  réquatîon  difleren- 
lielle  du  second  ordre 

donl  une  seconde  solution  est 

ii  =  o(x)e-'-'/(x)  I      — -— . 

Le  développement  en  série  donne  aisément 

/(x)  =  X»'  ■+-  m^x'»-^  H ^ —  — -  j"'«-« 

1  •  ^ 

m^  {m  —  \)^(m  —  'x  )' 
H .r"'-»  -H . . . -I-  1 .2 . i .  . .  m. 

i.  Kn  dérivant  m  fois  de  suite   Tcqualion  (4)  il  vient 
d'où,  en  désignant  par  B  une  quantité  constante, 
el,  par  suite, 


^  J  .  2  .  J  .  .  .  //î   .  / 


c'est  une  solution  particulière  de  Téquation  (4),"  et,  comme  elle 
ne  renferme  pas  de  termes  entiers  en  x,  sa  valeur  est  précisément 
la  fonction  que  j'ai  désignée  précédemment  par  u. 

On  a  donc,  en  modifiant  un  peu  les  notations  déjà   employées 
et  en  mettant  en  évidence  le  degré  du  polynôme y(:r), 


c--^  dx               B             /**  c-^(z  —  j*)"»    , 
—  '  ^   — (iz: 

T 


m  y  faisant  j'  ^^  o,  on  en  déduit 


\  .'f.    ) .  .  .  m 


—  —  /*,„  (o)  =  —  I . '2 . 3 .  . .  //i  =  —  /7J  ! 


\      .  ij3i 

X 

et  la  formule  précédente  devient 

5.  En  dérivant  l'équation  précédente,  on  a 

,.'   ~^r^  r  e-Hz-x)^-^ _     m\m    f^'"  e--iz-xyn-\\(2-.x)-z]  ^ 
u„,-m.mj^  jj^^         _         —  J  -^^  d, 

m\m    /**  e-^(z  —  x)"^    , 
'  -  ---  dz 


I. 


X        J^,  5'"-^» 


x~  J  z"'  ^  ~ 


—  m^u„,-t 


X 


en  combinant  celle  valeur  de  //',,,  avec  l'équation  (4)  à  laquelle  sa- 
tisfait u„i^  on  obtient  la  relation 

(6)  M,;,^,  —{x-\-im  -T-i)a,„  — /n«w„;_,, 
d'où  l'on  déduit  les  deux  suivantes 

(7)  //;i-hi(^)  =  {j'-i-';!//i  -hi)/,„(x)  --//l2/,„_,(j-) 
et 

(8)  cp,„^i(j7)  =  (j:-f-'2m-+-i)9,;i(jr)  — mîcp„._,(a7). 

6.   Ayant,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

Jr*  e-'  dx                                     ,           ,   r*  e-^dx 
f      et       ui  — er^  —  {x->r\)\      , 
X               ^                                                                                      Jx              ^ 

on  déduit  de  la  formule  (6)  le  développement  suivant 
e-^  dx 


r      e-^  dx  _ 


e-^ 


*  ''  X  -\-  \  — 


J*  H-  3  — 


I 
j^H-  5  4 


^-^1  9 


9  ^-^- 

dont  la  loi  est  évidente. 
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Les  diverses  réduites  de  celle  expression  sont 
^1  ^        a: -+-3  T^-^  Sx -h  II 

l'expression  générale  de  la  //2'^'"»«^  réduite  étant  e~^  ^!"       ;  les  for- 

mules  (7)  et  (8)  permettent  d'ailleurs  de  calculer  successivemenl 
les  valeurs  des  polynômes  '^m{^)  et  /m(x). 

7.  Comme  la  fraction  continue  précédente  provient  d'une  série 
divergente,  il  est  nécessaire  de  prouver  qu'elle  est  convergente  et 

•  A  cet  effet,  je  remarque  que  de  Téqua- 

lion  (5)  on  déduit 

Je"*  e-^ dx  z>,fAx)  m!        r*  e-^(z  —  j*)'»    , 

De  là  résulte  immédiatement  que  les  diverses  réduites  dont  l'ex- 
pression générale  est  e"-^  ^^"  '  -  vont  toujours  en  croissant  en  res- 
tant inférieures  à  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée.  Pour  démontrer 
qu'elles  ont  celle  intégrale  pour  limite,  il  suffit  de  faire   voir  que 

,     ,.     .        ,        ml       r*  e~^ i z  —  x)'"  dz      .        n  j  .^    . 

la  limite  de  -t—, — r    / -, est  nulle  quand  m  croit  in- 

définiment. 

Je  ferai  observer  d'abord  que  le  facteur  -^   /  .  tend  vers  zéro; 

puis,  en  désignant  par  A  une  quantité  très  grande  et  arbîlraire- 

....                 .  ,,.      ,       ,     r*^  e-^(z  —  x)'"  dz  ,     - 

ment  choisie,  je  mellrai  1  intégrale  I     ziJiiTi sous  la  forme 

suivante 

c--(z  —  x)'^  dz        r"  e--{z  —  x)"^  dz 


r^  e--(z  —  xy»  dz      r 


A 


considéré  — ~  est  toujours  plus  petit  que   i  —  -r  j  celle  intégrale 


Ilelalivemenl  à  la  première  intégrale,  comme  dans  l'intervalle 

X 

A 

est  plus  petite  que  f  i  —  -  j      /     — ^ ;  donc,  quelque  grand  que 

soit  A,  clic  Iciul   \crs  zt  ro  quand  ni  augmente  indéfiniment.  La 
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*>•* 


seconde  intégrale  est  éviJeiDmeDt  plus  petite  que  /     <»"-  Jz.  c'est- 

à-dire  que  e~*:  donc,  pour  une  valeur  suflisamment  jjrande  do  A, 
elle  est  aussi  petite  que  Ton  veut.  Ainsi,  la  fraction  continue, 
quoique  provenant  d'une  série  essentiellement   divergente,  est 

elle-même  convergente  et  a  pour  limite  /     ^ ^• 

8.  Comme  application,  faisons  x  =  i  :  les  réduites  suivantes  : 

4         20         124  910  79  io 


»       -rr-. —  '       '       — :.^-: —  » 


7^        34^        !i<xK        >>4<i<*        iM'i'e 

seront  des  valeurs  approchées  de  l'intégrale  /  — —  ;  en  les  ré- 
duisant  en  décimales,  on  obtient  les  expressions  suivantes 

o,-».!;    0,216;    0,218;    0,2189:     o,>.i92. 

La  véritable  valeur  est  0,2193839. 

En  faisant  j:  =  4,  la  deuxième  réduite  donne  pour  valeur  appro- 

cnée  de  l'intégrale  / la  valeur  :ty-^>  ou,    en  décimales, 

0,00377,  dont  les  trois  premiers  chiffres  significatifs  sont  exacts. 

9.  Dans  sa  Mécanique  céleste  (t.  I\\  Liv.  X),  Laplace  a  donné 

le  développement  en  fraction  continue  de  Tinlégrale  /    c^^dur. 

Sa  démonstration,  reposant  sur  l'emploi  d'une  série  divergente, 
est,  comme  l'a  fait  remarquer  Jacobi,  enlièremcnt  inadmissible; 
ses  résultats  sont  néanmoins  exacts  et  ont  été  démontrés  directe- 
ment par  l'illustre  géomètre  (*)  allemand. 

La  méthode  que  j'ai  développée  ci-dessus,  relativement  à  l'in- 

-y  s'applique  entièrement  à  Tinlégrale  considérée 

par  Laplace,  et  elle  montre  d'une  façon  très  nette  comment,  tout 


(')  Z>e  fractionc   continua,  in  quant  intégrale   j      e—^^dx  cvohere  licet 

^  X 

(Journal  de  C relie j  t.  l'2,  p.  3'|<)). 
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en  partant  d'une  série  divergente,  on  peut  néanmoins  arriver  à 
une  fraction  continue  <lonnantIa  valeur  de  la  fonction  qu'il  s'agis- 
sait de  développer. 


II. 


1.  J'ai  montré  que  les  diverses  réduites  -^ — -  de  la  série  semî- 
convergente 

^,      ^  1  I  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

/*  €■ — •**»  dx 
L'. 

Onad'ailleurs,  en  représentant  par  n(A?)  le  produit  i  .2...(/î —  i)/i, 

/x/-/\      fwxF                ,/i(n  —  1)             n(n  — i)(/i  — 3)  "1 

(I)  /„(T)  =  II(n)|^i^,ix-h— ,— ^:r»-h   ^^-^-^^ :r3-^...J. 

(^)  ^fni^)  =  nfn{T)  —  n'^fn-x{x) 

et 

(3)  /„_^i(j')  =  (j"-f-2n-4-i)/,i(j-)  — ««/«_,(j:). 

La  série  F(j:)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

/•^  I        /-^  ,     /-«  ,        /*» 

Des  principes  posés  par  M.  Heine,  il  résulte  immédiatement 
que,  "^{jc)  désignant  un  polynôme  quelconque  d'un   degré  infé- 


rieur a  /î,  on  a 


(i)  f    e\fn(T)6{x)dx  =  o, 

••     oc 

d'où  l'on   conclut,  puisque  e-^  est  toujours  positif,  que  l'équation 

/„(x)  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,   elles  sont  d'ailleurs   évi- 
demment négatives. 

2.    En  particulier,  on  déduit    de  l'équation  (4)  la  relation  sui- 


SUR   L  INTEORALE    / ïiS:} 

Jx  ^ 

vante,  où  n  et  n!  désignent  deux  nombres  entiers  différents, 

(5)  f     e^fn{x)fn'{x)dx=0. 

Pour  évaluer  /     e^ f^^{x)  dx ,,  ']C;  remarque  que,  en  intégrant  par 

•/— 8 

parties,  on  a 

J    e^Pn(x)dx=[e'f%{x)Y_^^iJ^  e^fn{x)f'^{x)dx', 

l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  cette  identité 
est  nulle  en  vertu  de  la  relation  (4);  on  déduit  donc  de  la  rela- 
tion (i) 

(6)  f    e'f%{x)dx  =  \\Hn). 

Des  formules  précédentes  résulte,  comme  on  sait,  le  développe- 
ment d'une  fonction  quelconque  ^{x)  au  moyen  des  polynômes 

Si  Ton  pose,  en  effet, 

4>(a:)  =  Ao  -^  A,/,(x)  4-  \i/i{x)  -h . .  .-i- \„/a(x)-h. . . , 
on  a 

I     e'^{x)/n(x)dx 

3.  Soit,  comme  application. 


On 


aura 


f    e^^^^t^f,,{x)dx 

TT/   X   r^       '4    ,,  r  n(n—\)    ,      n(n—i)(n  —  7.)     ,  1 

=  U(n)Jj-^^^i^^i-^nx^     r^'2--     ^  -^         i«.2^3'      'x^-h...^ 

=  U(n) • -H 7 +...     =  n(n)  , — - 
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d'où  le  déveioppemenl  suivant 


ou  encore 


,  en  posant  /  =:  — ^ 


sr 


(7)    7z:7=«^-Vl(^)-^77^/2(^)■^-•••-+-û^//«(^)-^•^ 

développement  qui  subsiste  évidemment  pour  toute  valeur  de  z 
dont  le  module  est  plus  petit  que  Tunité. 

Les  diverses  propriétés  des  polynômes y„(j:)  se  déduiraient  du 
reste  très  facilement  de  l'équation  précédente  en  employant  les 
méthodes  données  par  Legendre  relativement  aux  fonctions  X„. 

On  a,  par  exemple,  l'identité 

^    Zà     W{n)       Zà      n(//l)  (|_;;)(|_f)  (i_/)(i__^/ 

d'où,  en  intégrant, 

J_  ^        Jmd      II  (  n  )       .^      Il  (  W  )  I  —  /  5  ' 

et  de  là  résultent  immédiatement  les  formules  (5)  et  (6). 
4-.  De  la  formule 

on  déduit,  en  dérivant  m  fois  par  rapport  à  ty 

./  -^  (i-f-/)«-^» 

d'où 
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el,  en  supposant  m^n^ 

d'où  le  développement  suivant 

Cette  formule,  on  le  voit,  se  déduit  de  la  formule  (i)  (où  d'ail- 
leurs se  trouve  le  nombre  entier  n  au  lieu  du  nombre  m)  en 
changeant /,|(^)  en  ( — xy  ei  x'^  en  ( —  \)"fn{x). 

De  là  résulte  que,  si  une  fonction  quelconque  ^(»r),  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  a:,  s'exprime  au  moyen  des 
polynômes /„(j:r)  par  la  formule  symbolique  suivante 

4>(:r)=e(/), 

où,  dans  le  second  membre,  la  puissance  /i''^'™®  de /doit  être  rem- 
placée par/,i,  on  a  aussi  symboliquement 

4>(-x)  =  e(-/). 


SUR  LA 

RÉDUCTION  EN  FRACTIONS  CONTINUES 


d'une   fonction 


QUI   SATISFAIT   A   UNE   ÉQUATION   LINÉAIRE   DU   PREMIER   ORDRE 

A   COEFFICIENTS   RATIONNELS. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VIII;  1879. 


1.   Soit  z  une  fonclion  satisfaisant  à  Téquation  linéaire 
(i)  W2'  =  V;:-hU, 

où  U,  V  et  W  sont  (les  polynômes  entiers  en  x. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  z  soit  développable  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x,  et  proposons-nous  de  former  les 
réduites  successives  de  la  fonction  z. 

En  désignant  par/,!  le  polynôme  du  degré  n  qui  est  le  dénomi- 
nateur de  la  réduite  de  rang  «,  posons 

on  en  déduit 


?.iWkl.-^  (_!_,. . 


^1 


d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1), 
et 

(*)  Je  désigne  ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  par  [ — ]  une  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  de  Tordre 

de  xv. 
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Le  premier  membre  de  celle  relation  est  un  polynôme  entier;  le 

second  membre  est  de  l'ordre  de  la  fonction  V(  — ]-hWf— J>  et 

cet  ordre,  qui  est  indépendant  du  nombre  /?,  indique  le  degré  de 
ce  polynôme. 

En  désignant  par  A„  un  coefficient  indépendant  de  x  et  dont  je 
fixerai  plus  tard  la  valeur,  je  puis  donc  poser 

(•^)  /îU+/«o„v~\V(o;,/„-/'„cp„)  =  A„e„, 

où  0„  est  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  marqué  par  Tordre 
de  la  fonction 


■■  (?)  -  -  (À) 


2.    Formons    maintenant    Téquation   différentielle   du    second 
ordre 

qui  a  pour  solutions 

-  /'-r/r 

yi=fn     et    yi=--e   •' w  '\^^^^f^^z). 
En  posant,  pour  abréger, 

on  a,  d'après  une  formule  connue, 

N        d  , 

or,  un  calcul  facile  donne 

co  _  e  ^^- , 

el,  en  tenant  compte  de  la  relation  (2), 


(/'où 

M  ~  e„      w      w  ' 
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et  il  résulte  de  là  immédialement  que  Téquation  cherchée  est  de  la 
forme 

we«y  -h  [(  V  -+-  \v')e«  -  we;]y -+-  k„^  =  o, 

où  K„  désigne  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  indépendant 
de  n. 

Je  mettrai  celte  équation  sous  la  forme 

ou,  pour  abréger, 

Je  ferai  remarquer  que,  quand  cette  équation  est  connue,  6/i  est 
connu  à  un  l'acteur  numérique  près;  on  peut  donc  alors  poser 

où  H„  est  un  polynôme  déterminé  et  X  une  quantité  indépendante 
de  X. 

3.  Je  ne  m'occuperai  pas  ici  du  problème  qui  consiste  à  trouver 
les  valeurs  des  coefficients  des  polynômes  6„etK,,,  problème  qui 
présente  d'assez  grandes  difficultés  et  que  j'ai  déjà  essayé  de 
traiter,  particulièrement  dans  deux  Notes  Sur  la  réduction  en 
fractions  continues  d\tne  classe  assez  étendue  de  fonctions  et 
Sur  le  déKcloppement  en  fractions  continues  de  e*"'^'*,  publiées 
dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences 
(janvier  i8j8). 

Je  suppose  celte  équation  formée. 

Cela  posé,  on  sait  que  Ton  a  entre  les  termes  de  deux  rcduiles 
conséculives  la  relation 

A;,  élant  une  (piantilé  ne  dépendant  que  du  nombre  /i,  et  que,  du 
reste,  on  peut  choisir  arbitrairement. 


.  X  „  ,.  ..  h;       V  -W—  w 

(')  H^  est  dclcrniino   par  I  oqiialion  — -  —  . ^^' 
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On  a  de  même 
et  l'on  déduit  de  là 

d'où,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 


les  deux  relations 


=  P/i-i» 


(5)  A+i  — Q«-i//i-+-P/i-i/«-i  =  o 

et 

(6)  o/i+i  — Q«-i//i-*- P/i-i/rt-i  =  0, 

où  Q„  désigne  un  polynôme  du  premier  degré  en  x. 

11  est  à  remarquer  que,  quand  on  se  donne  arbitrairement  la 
quantité  P„  en  fonction  du  nombre  entier  /i,  les  termes  des  ré- 
duites ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  près  purement  numé- 
rique. Le  signe  des  termes  des  réduites  de  rang  impair  demeure 
même  indéterminé,  car,  en  changeant  ce  signe,  on  voit  que,  toutes 
les  quantités  A„  changeant  également  de  signe,  P«  conserve  la 
même  valeur. 

J'écris  maintenant  la  relation  (2)  sous  la  forme  suivante  : 

En  éliminant  0„  entre  cette  relation  et  l'identité  (4),  il  vient 

On  en  déduit,  en  désignant  par  un.  un  polynôme  entier  dont  le 
degré  est  indépendant  de  /i,  les  deux  équations  suivantes  : 

(7)  yy/n=^n/n-e„f„^u 

(4)  W(p'^  =  u/;,-f-(V-hû«)cp„-e„(p„^.,. 

i.  Il  s*agit  maintenant  de  déterminer  les  polynômes  Q^  et  Q,,. 

A  cet  effet,  je  déduis  de  l'équation  (7)  la  valeur  de  f^,  et  je 

porle  la  valeur  ainsi  obtenue,  ainsi  que  celle  dc/'„,  dans  l'équa- 


tioQ  ('))  ;  après  quelques  rt^diictions  faciles,  on  obtient  la  relation 

+  [u„e„{u„-!-V)  +  W(u;,e„-e;,û„)-i-WK,]/„=o; 

en  la  comparant  à  l'idcnlilé 


on  en  déduit 

(9)  Q«  = 


ii,4.,-i-û„-t-V 


Posons 


/t-" 


d'où 

(II) 


1  remplaçant,  dans  t'équalion  précédente,  un  par  cette  valeur, 
1  obtiendra,  toutes  réductions  faites,  l'équation 


,„.^(w,-E.Î^)„  =  „. 


qui  ne  dilTère,  on  le  voit,  de  l'équation  (3)  que  par  l'addition  du 
terme 

W         " 

5.  Quand  on  se  donne  l'équation  (3),  comme  8„  n'est  pas  ea- 
librement  déterminé,  je  poserai,  comme  plus  haut, 


).  étant  une  quantité  indépendante  de  x  et  inconnue. 
L'équation  (ta)  deviendra  alors 


(i3)  Wh-  H  \V„ 

La  forme  do 


iQDUC,  on  dclcrmrncra  facile- 


ment  les  coefficients  inconnus  de  la  fonction  ii,  ainsi  que  la 
constante  X';  on  choisira  arbitrairement  la  valeur  de  X  que  l'on 
en  déduit  (si  l'on  prenait  la  valeur  qui  est  de  signe  contraire,  cela 
n'aurait  d'autre  elTet  que  de  changer  les  signes  des  termes  des 
réduites  de  rang  impair),  et  la  formule  (ii)  donnera  la  valeur 
deQ„. 

6.  Comme  application  des  formules  qui  précèdent,  je  prendrai 
pour  exemple  le  développement  de  la  fonction 

qui  satisfait  à  l'équalion  dilTérentielle 

et  que  j'ai  étudiée  dans  une  Note  (')  présentée  récemment  à  la 
Société. 

Nous  avons,  dans  ce  cas, 

V  =  W  =  a-, 

et  l'équation  difTérentielIc  à  laquelle  satisfait  y»  est 

On  en  conclut  que  U,,  est  une  constanie  que  l'on  peut  prendre 
égale  à  l'unité;  je  poserai 

P„  =(/.  +  !)'. 

Les  équations  (7)  et  (9)  deviennent  respectivement 
(i4)  T/;.=  Q„/.-e„/„*, 


(i5) 


_  a„+i  +  fla  +  J 


It — 


'inU^rale  j (  Bulletin  de  ta  Soeieté  maihématii/ae,  l.  VU, 
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La  formule  (i4)  montre,  d'ailleurs,  que  û/i  est  un  poljnôme  du 
premier  degré  en  x  qui  ne  peut  se  réduire  à  une  constante  ;  on 
en  conclut  que  u  est  de  la  forme  e"^;rP,  où  a  est  différent  de  zéro. 
L'équation  (i3)  devient,  dans  ce  cas, 

en  y  substituant  la  valeur  de  u^  on  obtient,  toutes  rédactions  faites, 

a  (a -h  i)a:«-h(2ap-+-  a  4-  P  —  /i)x -4- [P*  — (/i -4-i)*X*]  =  o. 

Comme  a  est  essentiellement  différent  de  zéro,  on  en  déduit 

a=  — I,         p=  — (/i-m),         X*  =  i, 

et,  en  prenant  la  valeur  négative  de  X, 

X  =  e=-i, 

puis 

^  '^'  /        'i  -<- 1  \ 

û,j  =  j?  —  =  —  X  yi  H )  =  —  (a?  -h  /i  -+- 1). 

Les  formules  (i4)  et  (i5)  donnent,  par  suite, 

^fn  =fn+l—(^  -H  n  -+-  l)/n 

et 

_          J7  — (a: -4- n-hi)  —  (rc-H  n -h  2)  « 

Q«  =  ^^ -£ 1  =  a-  -+-  2/1  -+-  3, 

d'où  l'identité 

fn^i  =  (JT  -f-  2/1  -*-  3)/„-+.i—  (/i  -+-  i)V«- 

Ce  sont  précisément  les  relations  que,  par  une  voie  différente, 
j'avais  trouvées  dans  la  Note  citée  plus  haut. 


>•••' 


SUR  LA 


RÉDUCTION  EN  FRACTION  CONTINUE 

d'une  fraction  qui  satisfait  a  une  équation  linéaire  du  premier  ordre 

a  coefficients  rationnels. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences, 

t.  XCVIII;  1879. 


Je  me  suis  déjà  à  plusieurs  reprises  occupé  de  cette  question, 
notamment  dans  une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Soc. 
math.  (t.  VIII,  p.  21);  mais,  bien  que  l'objet  principal  de  mes 
recherches  soit  résolu  par  l'analjse  que  j'y  ai  employée,  je  n'ai 
pas  énoncé  explicitement  le  résultat  et  je  demanderai  la  permis- 
sion de  revenir  sur  ce  sujet. 

Soit  5  une  fonction,  développable  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X,  qui  satisfait  à  l'équation 

W5'=2V5-+-U, 

OÙ  U,  V  et  W  désignent  des  polynômes  entiers;  sa  réduction  en 
fraction  continue  se  ramène  à  la  recherche  de  deux  polynômes  dont 
les  coefficients  dépendent  du  degré  n  du  dénominateur  fn  de  la 
réduite  de  rang  n  et  dont  l'un  0«  est  du  degré  de  la  fonction 

V        W 

1 j)  l'autre  Qn  étant  d'un  degré  supérieur  d'une  unité.  Ces 

polynômes  sont  déterminés  parles  conditions  suivantes,  à  savoir 
que  ûw-f- Ûw^.!  soit  divisible  par  0„^4  et  ^l  —  \^—l\i^\Su^ti^i 
par  W;  P„+i  désigne  un  coefficient  variable  avec  n  et  dont  la 
valeur  est  prise  arbitrairement;  on  a  donc 

et 
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R/î  et  Q/i+i  désignant  deux  polynômes  entiers  dont  le  dernier  est 
du  premier  degré.  Cela  posé,  on  a  les  formules  suivantes  : 

et 

(3)  we„/;4-[(:iV  +  \v')e„-\ve;]/, 

-+-[e«(i2«-V)-e;,(R„-+-û;-V')]/«  =  o. 

Des  relations  (i)  et  (2)  on  déduit  d^ailleurs  l'identité 

e„-H,[(û„+,-Q;,)Q„-Ki-(P«-Kie;,H-,— p„^,e„)]  =  W(R„^,  — R„), 

qui  se  décompose  en  les  deux  suivantes 

et 

(5)  R/n-i  —  R/t  =  B/n-i  T/,, 

où  T„  désigne  un  polynôme  entier. 

Comme  application,  soitd'abord  5  =  log  — -  >  d'où  (i  — j:^)z'='i', 

dans  ce  cas,  W  =  1  —  :r'  et  V  =  o.  S„  est  donc  une  constante  a„  : 
je  ferai  Pn=  ^^  et  poserai  Û„=  a„a:  -f-  b„.  L'équation  (3)  devient 

d'où  Ton  voit  que  R,i  =  —  n{n  -f-  i)  —  a„  ;  l'identité  (i)  devient 
alors 

(a„x-h  bn)'—{n-^ïy  oLn  a^^,  =  (  x»  —  i  )  (  /i*  -f-  /n-  a„  )  ; 

on  déduit  de  là  bn=  o,  al —  On  —  n(n  -]-  i)=z  o;  ce  qui  donne  les 
deux  valeurs  suivantes  de  a,i  :  a„  =  — n  (une  discussion  facile 
montre  qu'elle  doit  être  rejetée)  et  a,i=  n  -\-  i;  puis  ensuite 
y.fiOLf,^i  =  I,  d'où,  si  l'on  prend  ao  =  1 ,  a„=  1  et  enfin,  en  vertu 
de  la  formule  (2),  Q//+1  =  {^n  -{-  S)x,  ce  qui  donne  la  formule  de 
récurrence /,/+,  —  (2/^  -f-  i)x/,/H-  n-  f^^K  =  o. 

Soil,  en  second  lieu,  la  fonction   r- =  e    **     ■*',   qui  satisfait  à 

l'équation 

x"^ z'  —  o(.r  -j-  ,ç;)z\ 

on  a,  dans  ce  cas, 

W  =  vT'»     cl     \'  =  .r  -4-  ^. 
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0„  est  donc  un  polynôme  du  premier  degré  a,/j?-|-  p„  et  Û;,  un 
polynôme  du  second  degré;  je  ferai  P,,  =  i .  Soit  p  le  coefficient 
de  x'^  dans  Q„  ;  l'équation  (i)  montre  que  p^  est  le  coefficient  de  x 
dans  R/i  et,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x'*'^^  dans  le  premier 
membre  de  l'identité  (3),  on  obtient  l'équation 

p2-f-  p  _  n{n  -h  i)=  o; 

la  racine  p  =  /i,  comme  on  le  prouve  aisément,  est  à  rejeter  :  on 

a  donc 

p  =  — (n-f-i), 

et  û„  est  de  la  forme  —  {'in  -i-  i)x'-{-  OnX  -h  hn. 

On  lire  de  la  relation  (5)  T^^ -;  et,  la  relation  (4)  mon- 
trant que  Q/ï+i  est  la  partie  entière  du  quotient  de  T„j?'  par 
Q„^.i  —  Q„,  on  en  déduit 

/  ^  9,  n  -h  3 ,  . 

L'idenlilé  (2)  donne  alors  les  relations 

(6)  (2/1  ■+■  3)?«+i  =  a,i_Hif(2/i-f-2)^/„  — (2/î  -f-4)a„^,] 

et 

(7)  bn-i-i-h  ^«  =  (<:;«-+.i--a/*)[(2/i-!-4)a«-»-i— (2/i-+-2)a,i|. 

Enfin,  de  l'identité  (2)  on  déduit  les  relations  suivantes 

(8)  a„an-^i  =  aj— 2(/i-i-  i)6„— I, 

(9)  a,|3„H_,-4-  3,ia,i-H,  =  'xanbn—  o.g, 

(10)  ^n%^,=  bl-g^ 

et 

R^  =  (/i  -1-  1)2^7  —  2(/i  -h  Oa^. 

Cela  posé,  on  voit  que,  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  a„,  [3;,,  a,i 
et  6/1,  les  valeurs  de  ^njf.\  d  de  p,,^,  pourront  se  tirer  des  formules 
(8)  et  (10);  la  formule  (6)  permettra  ensuite  de  calculer  «n+o  ^^ 
la  formule  (7),  bn^^*  On  saura  donc  calculer,  de  proche  en  proche 
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et  par  voie  récurrente,  les  polynômes  Q,,,  dont  la  valeur  est  don- 


née par  la  formule 


..  2/1  -+- 1  .  . 

Q/»= — (:F-i-rt;,— a^-i), 


puis  les  dénominateurs  et  les  numérateurs  des  réduites  par  les 
formules 

//n-l  —  Q/1//1  -+-//1-1  =  o, 

?n-Hl —  Q/*?/»-H  ?/»-!  =  O. 


REMARQUES 

sua    LKS 

ÉQUATIONS  DIFFÉREINTIELLES  LINÉAIUES 

DU  SKCOM)  OHORE. 
Bulletin  de  fa  Société  mathématique  de  France,  t.  VIII;  1879. 


1.   En  désignant  par  P,  Q,  R  des  fonctions  données  de  x  et 
par  z  et  //  des  fonctions  arbitraires  de  cette  variable,  posons 

et 


Si  l'on  pose,  pour  abréjçer, 


/•Q 


s  —  c 


on  déduit  des  équations  précédentes 

_      _    —  ^(^-    —  ZU   )  -^   -~  (UZ    —  5M   ) 

—  S  (  w  s'  —  z  u"  )  ■■■>--  S'  (  uz'  —  z  u'  ), 
d'où,  en  intégrant, 

/4x  rS{ZN  -Uz)dT     ^.    ,        .. 

(A)  / p —  =  S(mc  —zu). 

2.  En  particulier,  si  u  désigne  une  solution  de  Téquation 
(i)  î>)'''-hQr'-+-R)=o. 

on  a  l'identité  suivante  : 
/r»  rS7.udjr       ^        ,  , 

Soit  V  une  solution  cpielconquc  de  l'équation  (1);  a  désignant 
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un  paramrtrc  arMirairc  oonlcnii  dans  les  fondions  P,  Q,  R  (ce 

paramètre  peut,  du  reste,  èlre  la  variable  indépendante  x  clle- 

niéine),  si  l'on  pose 

dv 

un  voit  que  z  salisfuil  à  la  relation 

Si.  dans  Téquation  (B),  on  remplace  z  par  -^  et  Z  par  sa   va- 
leur, il  vient 


( 


^         rS /dV    ,       dO    ,       d\\    \       .         ^/dvdu  d^v  \ 


3.   Kn  désignant  toujours  par  u  et  r  deux  solutions  quelconc|ues 
de  l'équation  (i),  posons 

z  =  uv; 

il  est  aisé  de  voir  que  z  satisfait  à  Téquation 

Téquation  (H)  donne,  dans  ce  cas,  la  relation  suivante  : 

,nx                             ri>{'iVN'v'  --niw)udx      _    ,  , 
(D)  I _  5,^j^,' 

i.  Il  serait  facile  de  multiplier  le  nombre  de  ces  formules;  je 
me  contente  ici  de  transcrire  celles  dont  l'application  est  la  plus 
fréquente,  me  réservant  d\  renvover  lorsque  j'aurai  ù  en  faire 
usaj^e  dans  les  ('ommunicalions  que  j'aurai  Toccasion  de  présenter 

a    1.1    ^^^»CU*^t^ 


SUR  LES 

COUPURES   DES    FONCTIONS 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  l.  XCIX;  1884. 


Considérons  l'intégrale  double 


F(.)=    frf(-^y^^>    dxdy 


dont  le  champ  est  une  aire  A  que,  pour  fixer  les  idées,  je  suppo- 
serai simple  et  011  /(^%  J',  s)  et  g{oc^y)  désignent  des  fonctions 
réelles  qui,  quel  que  soit  g,  sont  finies  et  bien  déterminées  dans 
le  champ  d^intégration. 

Si,  pour  certaines  valeurs  de  5,  la  courbe  g{x^y)  =  z  traverse 
le  champ  d'intégration,  l'intégrale  devient  infinie,  et  la  fonction 
F(<3),  en  général  finie  et  déterminée,  a  pour  coupure  une  portion 
K  de  l'axe  des  x. 

Soit  AF  la  difi\'rence  des  valeurs  de  la  fonction  aux  deux  bords 
de  la  coupure,  en  sorte  que,  z  désignant  une  des  valeurs  réelles 
pour  lesquelles  F{z)  est  discontinu  et  X  une  quantité  infiniment 
petite  positive,  on  ait 

AF  =  F(5-4-X0  — F(^  — Xi); 

en  employant  la  méthode  donnée  par  M.  Hermite  dans  le  cas  des 
intégrales  simples,  un  calcul  facile  donne  l'expression  suivante  de 
cette  diflérence 


•■Il  •- 


où^  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

si  l'on  considère  la  courbe  représentée   par  cette  équation,  l'inlé- 


grale  s'élcnd  tout    le  long  de  la  portion  de  celle  courbe  qui  est 
comprise  dans  le  c)iamp  d'intégration,  et  le  facleii 
élre  pris  positivement. 

Soit,  comme  application,  la  fonction 


tf-y^^,y) 


G(a.3;<.,6;j!,= 


qni,    pour    h=\,    se    réduit    à     la    fonction    hypergéométriqne 
F(a,?,«,x). 

Sous  les  conditions  a  >  o,  fi  >  o.  «  >  «,  /^  >  ?,  on  a 

)--a-'73-'(i-j-)*-3-'rfr./y 


/7-=^ 


i-(«iiTir) ""■  ?•-■''-'■ 

La  fonction  G  est  ainsi  délïnie  pour  tous  les  points  du  plan,  sauf 
sur  une  coupure  K  allant  du  point  +  i  au  point  +  x. 
Le  long  de  cette  coupure,  on  a 


oùy  doit  être  remplacé  ]}ar  — ; 
lité  précédente  devient 


*_a-p-i   Ç  fb-^-. 


-i[l_(,—  -),]»-Prf,, 


j„^6_,_^i-(,ii-"(yi 

ïca'-"{«  — l)"->*-«-p->F{6  — a.  A  — p,  a  +  A-a_p,  ,_i). 
tfqnct'On  0.  l»i':^<|u'on  la  prolonge  d'une  façon  con- 


SUR  LES  COUPURES  DES  FONCTIONS.  4'^'^ 

tin  lie,  se  ramène  donc  à  l'élude  du  prolongement  des  fonctions 
élémentaires  z^,  (i  — z)^  el  de  la  fonction  hypergéomélnque. 

Celle-ci  est,  d'ailleurs,  un  cas  particulier  de  la  fonction  G;  en 
faisant  i  ==  i,  on  a 

(  X  -'-«(;;— i)«-a-PF(i— a,  i— p,  i-ha  — a  — p,— i  z), 

formule  qui,  bien  qu'établie  sous  certaines  restrictions,  subsiste 
pour  toutes  les  valeurs  de  a,  ^  et  a. 
En  particulier,  on  a 

la  formule  précédente  donne 

AF  = 


r(ix)r(i-(jL)' 

d'ailleurs,  un  calcul  direct  donne 

A(i  —  z)'V-  =  2iTz  sinfxr, 
d'où  la  formule  connue 

'  sinjxT: 

La  formule  (i)  donne,  en  permutant  les  lettres  a  et  6,  la  rela- 
tion élémentaire  fondamentale 

\  F(ft  — a,  6— ?,a-f-^  — a-?,  1-5) 

(       =;5«-^F(rt--a,  a  — ?,«-+-^  — a  — p,  I  — ^), 

el,  en  combinant  cette  relation  avec  la  formule  (2),  on  obtient 
aisément  toutes  les  propriétés  de  la  fonction  F. 

On  peut  trouver  une  autre  expression  de  AF;  en  désignant,  en 
effet,  par  m  un  nombre  positif  assez  grand  pour  «jue  m  -f-  a  et 
m  -i-  p  soient  positifs  et  par  F^  Tensemble  des  m  premiers  termes 
do  développement  de  F  (F,„  peut  se  réduire  à  zrro),  on  a  l'identité 


F(a,p,a,^)=F 


r(a)5'«-» 


— - — _ , 

z  ~  I 
j-  —       — 


4^4  CALCUL   INTÉOUAL. 

qui  définil  la  fonction  F  pour  lous  les  poinls  du  plan,  sauf  sur  la 
coupure  K. 

Elle  suppose  seulement  i  +  «  —  a  —  ^  >  o,  el  la  formule  con- 
nue (3)  permet  toujours,  en  introduisant  un  facteur  de  la  forme 
(i  —  z)^y  de  supposer  que  celle  condition  est  remplie. 

La  inclliode  de  M.  Ilermile  donne  alors  immédiatement 


AF  = 


9.  ITT  r(a) 


r(i^_a-.a-{j)r(a)r(P) 


-?,  i-ha  — a-p,  1 


-0 


^•■mi^* 


sm\  LE 


POTENTIEL  DE  DEUX  ELLIPSOÏDES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences j 

t.  Cil;    1886. 


1.  Je  supposerai  tous  les   points  de  Tespaee  rapportés  à  trois 
axes  reelangulaires  passant  par  le  centre  du  premier  ellipsoïde. 
Soient 

Aa:'-h  B^'  -h  Gs*  -{-'iX'yz-i-  iB' zx -\-  iC'xy  =  i 

Téquation  de  la  surface  extérieure  de  ce  corps,  et  V  son  volume. 
L'ellipsoïde  étant  supposé  formé  de  couches  homogènes  con- 
centriques et  homolhétiques  à  sa  surface  extérieure,  je  désignerai 
par/(X*)  la  densité  de  la  couche  dont  la  surface  extérieure  est 
déterminée  par  Péquation 

A x^  -f-  Bj» -h  G 5» -4-  2 X'yz -{-  iB' zx -i-  iC xy  =  X*. 

La  fonction  /Q^-)  est  une  fonction  quelconque,  continue  ou 
discontinue;  je  poserai 


f  f(l)dk  =  F(t), 


en  sorte  que  F(^)  est  une  fonction  paire  de  la  variable. 
Pour  abréger,  en  appelant  Q  le  discriminant 

ABG  -+-  2 A'B'G'—  AA'«  —  BB»  -  GG'«, 
je  ferai 

BG  — A'*  ..        GA-B'î  ^       AB  — G', 

.1,= ,  llo= ,  <.= , 


_,      B'G'-AA'  „,      G'A'-BB'  ^,_  AB'- GC' 


''•.Vi 


H- 

puis 


C.VUn.L    INTKOUAL. 


A  =  — 


2.  Soii 


Ao  (:r  -  { ;«  -4-  Bo O'  -  r.  )«  h-  Co(  5  -  ; )* 

2X'o(y'-r,){z^^)-^2\V,(Z-ti)(x-i)-^2(V,{T-'^)(x-T,)=l 


réquation    de   la    surface    extérieure    du    second    ellipsoïde,    en 
sorte  que 

désignent  les  projections  sur  les  trois  axes  de  la  dislance  des 
centres  des  deux  corps. 

J'appellerai  Vq  son  volume,  et,  en  supposant  que  sa  masse  est 
composée  de  couches  homogènes  concentriques  et  homothétiques 
à  la  surface  extérieure,  en  sorte  que,  sur  la  couche  limitée  par 
la  surface, 

Ao(:r  —  0'  -H  Bo(^  -  r,r-  -+-  C,(z  -  ;)« 

-+-2A'o(j'-rj(;5-;)-H'^.n;(;;-;)(.r— $)-h'>.Ci(:r~5)(j-  — r,)=  À«, 

la  densité  soity"o(î^*'*),  j**  poserai 

f  fo{l)d\  =  Fo(/o). 

Je  désigne  par  lly,  fA«o,  i'i>o,  ^o?  -^i»  ^''>'oj  ^o  '^*  quantités  ana- 
logues à  11,  4.>,  . . .,  mais  relatives  au  second  ellipsoïde  ;  ainsi 

î2o  =  AoBoCo  -^  2  A',  h;,  c;  -  Ao  a;*  -  HoB,»  -  CoC;-* , 
,       BoCo-a;^ 

'  VOQ  =     »  '    '    '    t 

j'appelle  enfin  A^  la  quantité 

-h  •?.  f  r,l)y  sin  o  -t-  2 /  illï'o  cos ©  —  i  Cy  ïiin  3)  cos  cp . 

3.  Cela  posé,  le  potentiel  P  des  deux  corps  est  détermina  par 
la  relation  suivante  : 

P  =  aYX^  f^'  f^'  f'""  V(f)V,(f,)dff/f,f/o 

•^■^•^  J_i    .'_,     .'_o      ';  f'O^'f -^  **Ti '^in^ -h  ;— /y^-^  '  V^ÂÔ 


su  11    LE    rOTKNTIKL    DK    \)VA\   KI.LIPSOIDKS.  'jS? 

Cette  formule  suppose  JJ  >>  o;  ëi  I^  =  o,  rinté'»rale  qui  est  dans 
le  second  membre  n'a  plus  de  sens;  pour  une  valeur  négative  de  IJ, 
la  formule  donne  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  du 


po 


tentiel. 


4.  Si  les  deux  corps  sont  de  révolution,  A  et  Aq  sont  des  carrés 
parfaits;  l'expression  précédente  se  réduit  alors  à  la  forme  beau- 
coup plus  simple 


-♦-1        ^-h\       r>%7Z 


P=  9VV0  r     r    r ^'^J^^Al^i^'/.!^^'^. 

011  a,  fi,  Y,  7.0,  poy  Y«  désignent  des  quantités  constantes;  ce  que 
l'on  peut  encore  écrire 


9 


,-4-1    ^+1 


=  îiyVo  /•■"*  r^' Vit)F(f,)fitfif, 

S.  Dans  le  cas  où  les  elli|)soïdes  sont  homogènes,  en  appelant 
respectivement  co  et  coq  leurs  densités,  on  a 

Dans  le  cas  où  les  ellipsoïdes  se  réduisent  à  deux  couches  infi- 
niment minces,  supposons  que,  lorsque  t  varie  de  o  à  i  —  £,  la 
densité  soit  nulle  et  qu'elle  soit  égale  à  co  quand  t  varie  de  (i  —  £) 
à  I,  en  supposant  £  infiniment  petit,  on  a 

V(t)  —  ItOl 

et,  de  même, 


le  potentiel  a  donc  pour  expression 

.-4-1     ^+1     x%2:t 

87: 


j,  _  9}' V„ toc.),) SSo 


-4-1        -H I    ^2:r fitdt,fh_ 


Il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  dérivées  secondes  de  P, 
prises  par  rapport  aux  variables  ;,  Tj,  Z  sont  des  fonctions  algé- 
bricpics  de  ces  variables  et  dos  cocf(icienls  des  écpiations  des  sur- 
lares (les  ellipsoïdes. 


/i58 


CALCUL   INTEOHAL. 


On  a,  par  exemple, 


41     ^îir 


2/ rose»  dtdiodo 


coso 


er,  sino  -+-  Ç —  l  ^1  —  to  V^^*)' 


OU,  en  eirccliiant  les  inléfçralions  relatives  à  ^  et  à  £©• 

d^V     _   f)\\o  WWy  Eîj, 

d^  ~  ;i 

icoso(  /çcosç  -f-  iTj  sinîp  H-  î)^? 


/•" ._ 


expression  qui,  comme  on  le  sait,  est  une  fonction  algébrique  des 
coeHicienls  de  la  quantité  placée  sous  le  signe  /  • 

Il  en  résulte  «pie  chacune  des  trois  dérivées  premières  de  P 


dV      dV      dV 
7/r     ^r/     < 


s'obtiendra  en  intégrant  une  fonction  algébrique. 

6.    L'expression  du  potentiel,  donnée  ci-dessus,  conduit  aisé- 
ment  à   son   développement  suivant   les  puissances  de 


A'  -^  T.«  -+-  ;« 

Kn  développant  la  quantité  sous  le  signe  /suivant  les  puissances 


décroissantes  de 


on  a 


1 


=^si:/  /  / 


f  :  ros  -i  -r-  ir.  si  ii  es  -r-  Z 


^^■''    ^7^f^l^f^^^^^/^_^     f^^/^^^Uf/tf/t^f/r;^ 


n  _  0 


•-  —  1      *    -  i      «0 


(  /  :  ros  ^  -r-  ir,  siii  5  -t-  ^  )"^' 


Il  est  à  remarquer  <pie.  1*\/')  étant  une  fonction  paire  de  /  cl 
i'\/o)  "ïH*  fonction  paire  «le  f^,  les  intégrales 


,-i 


•  -  I  •  — i 

sont  nulles  lor>«pic  ;jl  est  un  nombre  impair. 


SUR    LK    POTENTIEL    DE   DEUX    ELLIPSOÏDES.  4^0 

Le  terme  f;;énéral  du  développement  de  V  sera  donc,  à  un  fac- 
teur numéri(|ue  près, 


r^i  ç-^i   r''''YjJ)yih^t_^-\-t^/Î^Y'^dtdtodo^ 


(i\  cosç  -h  tTj  sincp  -+-  Ç )*""*■* 


en  elTectuant  les  intégrations  par  rapport  à  ^  et  à  /q,  on  devra 
laisser  de  côté,  dans  le  développement  du  numérateur,  tous  les 
termes  qui  renferment  des  puissances  impaires  de  t  et  de  t^^ 
en  sorte  que  ce  terme  peut  se  mettre  sous^la  forme  suivante 


<!»(  sinîp,  cos9)^(p 


lu 


(  1*5  C05  0  -H  it,  si  II  'f  -h  î  )*'*  *  ^ 

oïl  <l>  dési;»ne  une  fonction  entière  de  sin'^  et  de  cos',5. 

Une  telle  intégrale  peut  s'exprimer  au  moyen  des  dérivées  par 
tielles  par  rapport  à  ç,  r,  et  w  <le 

I 


y/l'-^r^-^rh 


on   peut  encore   l'obtenir    en    développant   le    numérateur   et  la 
fonction 


(  i^  coso  -H  «T,  sincp  +  Ç)*«-n 

suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  Tangle  cp. 

Le  développement  de  cette  fonction  a  été  donné  par  Jacobi. 

7.  Les  résultats  résumés  dans  celte  Noie  s'obtiennent  de  la  façon 
la  plus  simple,  en  décomposant  les  ellipsoïdes  considérés  en  tran- 
ches infiniment  minces  comprises  entre  deux  plans  infiniment  voi- 
sins parallèles  au  plan 

(  I  )  ix  cos  c^  -h  i^'  sin  <p  -+-  >3  =  o. 

Ces  plans  sont  évidemment  imaginaires,  et  il  semblerait  d'abord 
c|ue  cette  décom[)osilion  ne  présente  aucun  sens;  mais  il  résulte 
des  principes  posés  pur  M.  Ilermite  dans  sa  théorie  des  coupures 
des  intégrales  définies  que,  si  Ton  effectue  les  calculs  en  donnant 


4^»0  CALCUL  IXTKGRAL. 

à  /  une  valeur  réelle,  les  résultats  obtenus  sont  encore  valables  en 

faisant 

i  =  yj  —  I . 

J'ajouterai  une  dernière  remarque  pour  montrer  comment  le  théo- 
rème de  Maelaurin  résulte  aisément,  non  seulement  du  résultat 
linal  du  calcul,  mais-encore  de  la  marche  même  suivie  pour  effec- 
tuer les  intégrations. 

Tous  les  plans  parallèles  au  plan  (i)  sont  des  plans  isotropes 
et,  pour  déterminer  les  limites  des  intégrations  relatives  à  ^  et  à  /oi 
il  suffit  de  déterminer  ceux  de  ces  plans  qui  sont  tangents  à  chacun 
des  ellipsoïdes. 

Comme  îp  prend  toutes  les  valeurs  possibles  de  o  à  2t:,  on  a 
donc  a  considérer  tous  les  plans  isotropes  qui  louchent  chacune 
des  surfaces;  deux  surfaces  homofocales  du  second  ordre  tou- 
chant les  mêmes  plans  isotropes,  il  en  résulte  immédiatement 
que  le  potentiel  n'est  modifié  que  par  l'introduction  d'un  facteur 
conslant,  lorsqu'on  remplace  un  des  ellipsoïdes  par  un  ellipsoïde 
ho  m  o  focal. 

Ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier,  Texpression  A  a  la  même 
valeur  lorsque  l'on  considère  plusieurs  ellipsoïdes  homofocaux. 


SliR  UN  MÉMOIRE  DE  LAGLERRE 


COXCEHNANT 


LES   EQUATIONS   ALGÉBRIQUES; 

Par  Ciiarlrs  HKRMITE. 


En  ctudiant  le  beau  Mémoire  qui  a  paru  clans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  a*' série,  l.  XIX,  i88o,  sous  le  litre  : 
Sur  une  méthode  pour  obtenir^  par  approximation,  les  racines 
d^une  équation  alf^ébrique  qui  a  toutes  les  racines  réelles  (*), 
j'ai  été  amené  à  établir  les  résultats  auxquels  Laguerre  {'^)  est  par- 
venu sur  ce  sujet  important  par  une  méthode  diUérentede  la  sienne 
et  plus  directe.  C'est  l'objet  des  considérations  qui  vont  suivre  : 

I.  Soit  /(x)  =  o  une  équation  de  degré  n  dont  les  racines, 
r/,  b,  .  .  .j  /,  soient  toutes  réelles.  J'envisage  la  somme  symétrique 

^-        ^^._a)«        "^        (x-b)^        -+-...-+--     ^^_îyt       ' 

où  Ç  et  ç'  sont  également  des  quantités  réelles,  et  je  remarque 
qu'on  en  obtient  facilement  l'expression,  si  Ton  décompose  chacun 
de  ses  termes  en  fractions  simples,  par  rapport  à  la  quantité  «, 
en  écrivant,  par  exemple, 

{.i- — a  )^  {X  —  a )^  X  —  a 

Il  suffit,  en  effet,  de  recourir  aux  relations 

/'  _         I  I  I 

-p-  —  —      -^ 7"      -f-  .  .  .  H =  > 

/  X  —  a  X  —  b  X  —  / 

n-fr        I  1  I 


p-        ^x-a)^       (a-6)*'^'"^  (x-l) 


1 


(•)   Voir  p.  87. 

(')  Edmond  Lagucrre,  sa  vie  et  ses  travaux  y  par  M.  Kiiffènc  llouché,  Exa- 
rninatcur  de  sortie  à  l'Ecole  Polytechnique,  Professeur  au  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers  (Journal  de  l'/i'cole  Polytechnique,  LVI"  Cahier;  i88^i). 


.'|0j  CHARLES   IIBIIXITI;. 

pour  Irouvcr  lu  valeur  stiivanle  : 

Cela  étant,  j'obsnrvc  f|iron  ne  peut  avoir  S  ==•  o,  qu^autaot  que 
les  numérateurs,  (;  —  a)  (;'—  «),  ($  —  6)($'—  6),  ...  ne  seront 
pas  tous  de  même  signe.  Il  est  donc  nécessaire,  d'après  les  pro- 
priétés du  trinôme  du  second  degré,  qu'une  partie  des  raisons, 
rt,  6,  . . .,  se  trouve  dans  Tinlervalle  compris  entre  \  et  Ç\  et  les 
autres  en  dehors  de  cet  intervalle.  Par  là  est  établie  la  proposition 
ainsi  énoncée  par  Lagucrre  : 

Si  ron  désigne  par  x  une  quantité  réelle  quelconque,  les 
nombres  Ç  et  Ç'  qui  satisfont  à  la  relation 

et  dont  l'un  est  arbitraire^  séparent  les  racines  de  V équation 

/(X)  =  o. 

Je  suppose  maintenant  qu'on  fasse  Ç  =  $'  dans  la  somme  S,  qui 
devient  ainsi 

et  je  considère  l'équation  suivante  du  second  degré  en  X  : 


=^-(^-4)'-- 


Il  est  clair  que  le  premier  membre  est  positif  pour  X  =  a,  6,  . .  . ,  / 
et  prend  une  valeur  négative  très  grande  pour  X  voisin  de  x. 
Admettant  donc  que  x  tombe  dans  Tintcrvalle  de  deux  racines 
consécutives,  (jue  je  désigne  par  a  et  6,  en  supposant  «  <<  6,  le 
premier  membre  de  l'équalion  considérée  ayant  des  valeurs  de 
signes  contraires  quand  on  fait  successivement  X  =  «r,  X  =^  x, 
puis  X  =  j:*,  X  =  ^,  on  voit  que  les  racines,  X',  X",  sont  com- 
prises, Tune  entre  a  et  .r,  l'aulre  entre  x  et  b. 

Ce  point  établi,  Lngucrrc  recherche,  en  disposant  de  la  quan- 
\\\v  ;,  (|ui  rsl  arbilrairo,  les  valeurs  de  X'  et  X"  qui  se  rappru- 
clioronl  le  plus  de  a  il  b\  voici  ennimcnril  procède. 
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II.   Reprenons  r('(|nali()n 


/;-^\* 
"(^^)=^' 


en    employant  J'exprcssioii  de  S   lorsqu'on  y  suppose  $=:;',   à 
sarvoir 


elle  peut  s  eerire  ainsi  : 

($-:r)M/'*-//0^2($-^)//'-/i/^-(il^/y=o. 

(^ela  étant,  Lagiicrrc  se  borne  à  dire  succinctement  que  les 
imletirs  extrêmes  de  X  s'obtiendront  en  exprimant  que  le  tri- 
nôme du  second  degré  en  Ç,  qui  forme  le  premier  nombre,  a  ses 
racines  égales.  On  regrettera,  sans  doute,  que  Péminent  géomètre 
ne  se  soit  pas  étendu  davantage  sur  ce  point  essentiel,  et  qu'on 
n'ait  pas  sunisamment  la  trace  des  idées  qui  Tont  conduit  à  la 
découverte  d'un  résultat  important,  dont  il  a  fait  des  ap|)lications 
nombreuses  et  extrêmement  remarquables  Mais  l'équation  en  X, 
à  laquelle  il  parvient,  peut  être  étudiée  en  elle-même,  indépen- 
damment du  procédé  qui  y  a  conduit  :  c'est  ce  que  je  vais  faire  en 
me  proposant  ainsi  d'établir  direclement  sa  propriété  caracté- 
ristique. 

Soit,  pour  un  moment,  $  —  x  =  ^;  le  premier  membre  de 
l'équation  précédente  devient 

c'est  une  expression  du  second  degré,  en  s-,  de  la  forme 

et  la  condition  d'égalité  des  racines  est 

I>*  —  AC  -F  An*  —  x  Bmn  -h  C/n*  =  o  ; 
de  là  résulle  l'équation  que  nous  avons  à  considérer 

[(  n  -  -X  )/'2  -  {n  -  I  )//«!(  X  -  xy  -  ,//'  {\-T)-  n/^  -.  o. 

Cela  étant,   je  dis  (pic   son   premier  membre   prend  une  valeur 
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positive  lorsqiron  y  roniplace  X  par  une  quelconque  des  racines 
de  Téquation  /{jc)  =  o.  Soit  a  celte  racine;  je  divise  par  le  fac- 
teur positif ^r>.  »  ce  qui  donne  l'expression 

cela  étant,  je  mets  en  évidence  les  quantités 

A  ^ -^  ♦  I>  =   r  <  •  •  •  * 


T  —  a  .r  —  h  jr  —  / 


en  employant  les  relations 

Désignons,  dans  ce  but,  par  U,  V,  W  la  somme  des  n  —  i 
(piantités  B,  C,  .  .  . ,  L,  la  somme  de  leurs  carrés  et  celle  de  leurs 
produits  deux  à  deux.  On  aura  ainsi 

f 
/ 

m 

eU  en  substituant,  nous  trouverons 

,„_  »^^  aî_kV-^  2  Al   -  »\V.  -:*.  w  _  i ,,  Al  —  W) 

-  M  A*  --  Al  >  —  /* A^  ^,(n—>)\—  >  W. 

(7e>l  bien  une  ipiantilé  pi^sitive.  représentée,  comme  on  le  voit 
facilemenU  par  la  si»mnic  vies  carrés  des  dilTérences  deux  à  deux 
des  n  —  i  ipianlilés  H,  ('..  ...,  L.  Je  remarque  ensuite  qu'en 
suppi^sanl  \  rr:  .r  on  a  un  résultai  négatif:  nous  avons  donc  celle 
conelusion  ipie.  >1  Vou  désigne  par  ti  et  I»  tleux  racines  consé- 
eulives  ipii  eonipronnent  j*  dans  leur  inler\alle.  une  racine  X'  de 
Téquation  Je  Lai;ueriv  e<l  eulre  a  et  .r.  et  l'autre  X"  entre  jr  et  Ik 
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Or,  on  trouve,  en  résolvant,  la  formule 


_  -  .r db  v/(  /i  -  n  [(  /i  -  I )/» -  nff\ 


X  —  X  nj 

et  puisque,  clans  Thypothèse  admise,  les  deux  solutions  sont  de 
signes  contraires,  la  racine  positive  qui  donne  X" — x  s^obtiendra 
en  prenant  le  radical  avec  le  signe  de/*. 

Le  résultat  que  nous  venons  de  démontrer  a  conduit  Laguerre 
à  de  nombreuses  conséquences,  parmi  lesquelles  je  signalerai 
cette  formule 

COS  =  I 


'>'  /  ..  —  X 


X  -\-{ 


^-V^ 


3 

qui  représente  avec  une  grande  approximation,  au  moyen  d'une 

expression  algébrique,  la  transcendante  cos  ^—y  quand  la  variable 

est  positive  et  inférieure  à  l'unité.  Voici  maintenant  une  considé- 
ration nouvelle  que  suggère  l'analyse  précédente. 

III.  Je  reprends  l'équation  du  second  degré 

et  je  la  généralise  de  la  manière  suivante  : 

en  désignant  par  a,  p,  y,  5  des  constantes  dont  la  dernière  devra 
être  positive,  afin  que  le  premier  membre  soit  négatif  pour  X  =  :r. 
Cela  étant,  je  cherche  sous  quelles  conditions  il  sera  positif 
lorsqu'on  remplace  X  par  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion /(^)  =  o,  ou  bien  en  faisant  comme  plus  haut  X  =  «.  On 
est  ainsi  conduit,  si  l'on  conserve  les  notations  précédemment 
employées,  à  la  forme  quadratique 

a(A«H-V-h2AU-i-2W)  — 2p(AU-T-W)-4-2Y(A'-+- AU)  — 8Aî 
=  (a-+-2Y  — 0)  A*-h2(a  — [i-+-Y)AU  -f- a  V -^  «^.(a  —  P)\V, 

représentant  le  résultat  de  la  substitution,  qui  devra  être  définie 
et  positive.  Un  cas  facile  s'offre  si  l'on  aa  —  p-hy  =  o;  il  suffira 
alors  de  poser  a+ay  —  o  >>  o  et  d'exprimer  que  la  forme  à 
n  —  I  indéterminée  aVH-i>.(a  —  ?)W  est  elle-même  définie  et 
positive.  Les  conditions  à  remplir  sont  alors  que  a  et  la  suite  des 

3o 
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délcrminanls 

^r 

a-fi 

'.       3-?, 

«    -? 

="-?. 

a 

> 

a 

•   •    •    7 


soient  tous  positifs.  Au  moyen  des  transformations  élémcnlaircs 
on  trouve  facilement  les  expressions  explicites  de  ces  délernii- 
nants,  et  l'on  obtient  les  inégalités 

a>o,     [i(->.a— 3):r   o,     pî(3a  -  5t?)  >  o,      ..., 
p/i-i  |(  „  _  , )  2  _  (  n    -  •>.)  ^3]  >  o. 

On  en  conclut  que  a  et  ^  doivent  être  positifs  et  assujettis  à 
cette  seule  et  unique  condition 


c'est-à-dire 


(W  —  ,)3t  — (W— 2)p  >0, 

'  <  (H-;)  - 


Nous   voyons   ainsi   que,    dans  la    méthode   d'approximation    de 
Laguerre,  l'équation  dont  il  fait  usage, 

[(/l  -!)/'»-(//- 2)//-]  (\-^)î-7./r(X-x)-/l/*=0, 

peut  être  remplacée  par  cette  autre, 

a,  ^  et  o  étant  des  quantités  positives,  telles  qu'on  ait 


\  n  —'1  ' 


0 


^ï» 


ou  encore  o  -^  a  ci  —  a,  puisqu'on  a  supposé  a  —  ^  -f-  v  =  o. 

Voici  maintenant  quelques  remarques  au  sujet  de  cette  équa- 
tion. 

Je  forai  d'abord,  alîn  de  la  réduire  à  sa  forme  la  plus  simple,  la 
supposition  de  v  =  o,  qui  donne  a=  3;  on  aura  aussi  la  condi- 
tion 0  ^  a:  cola  étant,  nous  trouvons  la  formule  suivante  : 


.r 


\  r- 


\ 


/ 


''\.f  -  ô'- 


t'.'ost   prvcisonu'iit.   pour   le  cas  limite   Je   o  =  a,    lo    résultat 
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rcmarf|U(;  par  Lagucrre  au  début  de  son  Mémoire,  et  qui  a  été  le 
point  de  départ  de  tout  son  travail. 

Proposons-nous  ensuite  cette  question,  qui  se  présente  d'elle- 
même,  de  disposer  de  a  et  j3,  en  supposant,  comme  on  le  peut, 
0  =  1,  de  manière  que  les  quantités  X' et  X''  approchent,  autant 
que  possible,  des  deux  racines  consécutives  a  et  6  de  Téquation 
proposée  f[x)-=o.  On  y  parviendra  évidemment  en  rendant 
maximum  la  différence 


lorsque  a  et  p  prennent  toutes  les  valeurs  positives  sous  les  condi- 
tions 

Il  convient,  pour  traiter  la  question,  de  représenter  géométri- 
quement ces  conditions  en  considérant  a  et  p  comme  l'abscisse  et 
l'ordonnée  x  Giy  d'un  point  rapporté  à  des  coordonnées  rectan- 
gulaires. Cela  étant,  je  construis  les  droites 

qui  se  coupent  en  un  point  ayant  pour  coordonnées 

n  —  1  n  —  I 

n  ^  n 

Soit  A  ce  point,  AM  et  AN  les  portions  indéfinies  des  deux 
lignes,  dirigées  dans  le  sens  des  abscisses  positives;  on  voit  faci- 
lement que  l'on  doit  considérer  tous  les  points  renfermés  dans 
l'angle  MAN,  dont  les  coordonnées  sont  positives  et  vérifient  les 
égalités  proposées. 

Soit,  maintenant, 

m  étant  une  constante  que  nous  ferons  varier  afin  d'en  obtenir  le 
maximum.  Pour  chaque  valeur  de  /w,  on  obtient  une  hyperbole 
dont  l'équation  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante,  si  l'on  pose 

fr 
r- 

/n'^ix  —  ay)'^-^  (x  — y)^  —  x  -H  a  y  =  o. 
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Je    remarquerai    maintenant    que  nos    deux    droites  sont  des 


sécantes  réelles  :  la  première,  comme  passant  par  l'origine,  qui 
est  UD  point  de  la  courbe;  la  seconde,  parce  qne  l'équation  qui 
détermine  les  ordonnées  des  points  de  rencontre,  où  je  fais,  pour 
abrtîgcr,  b  =^  a  —  2, 

a  pour  discriminant  la  quantité  positive 

Ceci  po^é,  considérons  ta  suite  des  hyperboles  qu'on  obtient  en 
faisSit  varier  m.  Le  maximum  de  cette  constante  correspondra 
à  une  valeur  telle  qu'un  cbangcmcnl  infiniment  petit  donne  une 
courbe  extérieure  à  l'angle  MAN,  et  cette  circonstance  ne  peut 
se  produire  qu'à  l'égard  d'une  hjperbole  tangente  à  l'un  des 
côtés  de  l'angle  ou  passant  par  sun  sommet.  Or  la  droite 
j'  =  (  _,  )  ^  ne  peut  avoir  pour  point  de  contact  que  l'origine 
des  coordonnées,  et  ce  point  ne  se  trouve  pas  sur  AM.  Quant  à 
l'autre  côté,  l'équalion  en  y,  que  nous  venons  de  former,  montre 
qu'il  ne  peut  devenir  tangent  à  l'hyperbole,  puisqu'il  est  impos- 
sible que  le  discriminant  de  l'équation  s'annule.  La  valeur  de  m 
s'obtiendra  donc  en  admettant  que  la  courbe  passe  par  le  point  A, 
et  les  valeurs  cherchées  de  a  et  ^  seront  les  coordonnées  de  ce 
point,  à  savoir 


Nous  sommes  ainsi  conduit  à  l'équation 

[(«-■*)/'-("-.)//-J(-r-X)'+î//'<^--^)-''/*=<' 

par  des  considérations  entièrement  différentes  de  celles  de  La- 
gucrre,  ce  qui  donne  une  confirmation  complète  du  beau  résultat 
découvert  par  l'éminent  géomètre. 
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